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Oz Anahtar Kelimeler
Bu calisma, Ogretmenlerin, salt sanal ib sayisinin Ozellikle Karmagik sayilarin Kartezyen
Kartezyen formunu anlamalarini incelemistir. Bu g¢alisma, bes formu
Ogretmenin karmasik sayilarn gesitli formlarina iliskin Ogretmen bilgisi

anlayiglarin1 kesfetmeyi amaglayan bir mesleki gelisim (MG)
programmin gelistirilmesini igeren kapsaml bir tasarim-tabanh
arastirma g¢alismasimin bir parcasidir. Veri toplama stireci, MG Makale Hakkinda
oncesi ve sonrast yazili oturumlar ile MG sonrasinda
gerceklestirilen yar1 yapilandirilmis goriismeleri icermektedir.
Veriler, 6gretmenlerin i’yi kavramsallastirmalarindaki degisime
isaret etmektedir ve baslangigta bazi ogretmenlerin i hakkinda Elektronik Yayin Tarihi: 30.07.2025
cebirsel veya geometrik olarak muhakeme yapamadiklarin
gostermistir. Ancak, MG'nin tamamlanmasmin ardindan, tim
katilimalar i'yi x*+1=0 ikinci dereceden denkleminin
koklerinden biri olarak tanimlamis ve geometrik olarak karmasik
diizlemde (0,1) noktasi olarak temsil edebilmistir. Ayrica, tim
katilimailar i'nin 90 derecelik bir donme olarak operatér yorumunu
farketmistir. Bir katilimcr ayrica b reel sayisi i ile carpildiginda
b'nin genisletme anlamina dikkat ¢ekmis ve bir baska katilimci da
tekrarli toplama anlami tizerinde durmustur. Sonuglar ayrica
Ogretmenlerin salt sanal say1y1 kavramsallastirirken karsilastiklar:
belirli zorluklar: da vurgulamistir. Sonuglar toplu olarak, 6gretmen
egitiminde karmasik sayilarin Kartezyen formunun salt sanal
kisminin ve karmasik sayilarin operatdor anlamlarmin ele
almmasinin dneminin altin1 ¢izmektedir. Ayrica bu sonuglar, nicel
muhakemenin, i birimi de dahil olmak iizere karmasik sayilari
anlamlandirmak icin temel bir diisiinme bigimi olarak hizmet
edebilecegini gostermektedir. DOI: 10.15390/ES.2025.2570
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Giris

Say1 sistemleri arasindaki iligkileri anlamak 6nemli oldugundan, farkl seviyelerdeki okul
miifredatlari farkli say1 sistemleriyle ¢alismay1 gerektirir (CCSM, 2010). Bunlar arasinda, karmasik say1
sistemi, reel say1 sistemini genislettigi i¢in en kapsamli olanidir. Karmasik sayilarin onemi matematik,
fizik, miithendislik ve ¢gesitli uygulamali alanlar1 kapsamaktadir ve bu da karmasik sayilar1 fen, teknoloji,
miihendislik ve matematik (STEM/FeTeMM) egitiminde dzellikle nemli bir konu haline getirmektedir.
Ozellikle karmasik sayilar, ileri matematik ve fizik konularinin yani sira kuantum fizigi (Karam, 2020),
gorelilik, elektromanyetik teori, sinyal isleme (Atmaca vd., 2014), hidrodinamik ve elektrik devreleri
(Benitez vd., 2013) gibi farkli miihendislik alanlarindaki kavramlarin 6grenilmesinde biiyiik 6nem
tasimaktadir. Bu nedenle, karmasik sayilarin kavramsal bir sekilde anlasilmasi, hem disiplinler arasi
alanlara erisimde hem de bu alanlarda basarili olmada énemli bir role sahiptir (Anevska vd., 2015).

Literatiirde, karmasik sayilarin kapsamli bir sekilde anlasilmasinin, karmasik sayilar1 hem
geometrik hem de cebirsel olarak yorumlamay gerektirdigi savunulmaktadir. Geometrik olarak, bir
karmasik say1 Karmagsik diizlemde bir nokta veya bir vektor olarak diisiiniilebilir (Fauconnier ve
Turner, 2002). Cebirsel olarak, a+ib biciminde bir ifadedir Oyle ki “tek bir say1 olarak
kavramsallastirilmas1 gerekmektedir, yani a + ib ifadesi bir reel say1 ile bir sanal say1y1 birlestiren tek
bir niceliktir” (Nordlander ve Nordlander, 2012, s. 633). Sfard'a (1991) gore, karmasik sayilar, tiim
elemanlariin ortak bir yapiya sahip oldugu iyi tanimlanmis bir kiime icindeki matematiksel nesneler
olarak diisiiniilebilir. Bazi arastirmacilar, O6grencilerin karmasik sayilari kavramsallagtirmada
karsilastiklar1 zorluklara isaret etmektedir. Glas (1998) karmasik sayilarin 6grencilere genellikle sezgisel
anlamdan ya da gercek diinya deneyimleriyle baglantidan yoksun, bicimsel, soyut yapilar olarak
goriindiigiinii 6ne siirmektedir. Bu soyutlama, 6grencilerin karmasik sayilar: gorsellestirmelerini ya da
pratikte ne ise yaradiklarini anlamalarini zorlastirabilir. Nordlander ve Nordlander (2012) ayrica
ogrencilerin karmagik sayilarin gercek hayata uygulanabilirligini siklikla sorguladiklarini ve karmasik
sayilarm neyi temsil ettiklerini kavramakta zorlandiklarmi belirtmektedir. Bu zorluklarin iistesinden
gelmek icin arastirmacilar, 6grencilerin herhangi bir say1y1 karmasik say1 olarak degerlendirmek igin
sanal birimi gormeye ihtiya¢ duyduklarini vurgulamaktadir. Bu nedenle, Kartezyen formun, 6zellikle
de salt sanal bilesenin anlamli bir sekilde kavranmasi ¢ok Onemlidir. Bu makalede, 06zellikle
ogretmenlerin Kartezyen formun salt sanal bileseninin farkli anlamlarmni kavramsallastirmalarma
odaklanilmigtir.

Sfard (1991), karmasik sayilar1 kavramsallastirmanin, bir kisinin oncelikle Kartezyen formda
i = /(=1) oldugunu fark etmesini gerektirdigini savunmustur. Ayrica, Kontorovich (2018a), v kk
semboliiniin “...¢cok anlamliigi (polysemy)...” ifade eden ve “ayni kavram veya semboliin
kullanildiklar1 baglama ve baglamla iliskili miifredat normlarina gore farkl: sekillerde yorumlanabilen

4

bir olgu” (s. 17) oldugunu belirtmistir. Ornegin, reel sayilarda, V9, 3'e esittir ve her girdinin tek bir ¢iktist
olan fonksiyon tanimiyla uyumludur. Ote yandan, karmasik say1 sisteminde karekdk cok degerli bir
fonksiyondur ve hem -3 hem de 3, 9'un kokleri olarak kabul edilmektedir (Kontorovich, 2018b). Bu
baglamda, arastirmacilar i'nin (—1)‘in karekoklerinden biri olarak anlasilmasi gerektigini ve bunun da
siif igi tartismalarda ‘V—1bir say1 degildir' ifadesinin artik gegerli olmadig1 seklinde bir degisim
gerektirdigini savunmaktadir (Nachlieli ve Elbaum-Cohen, 2021). Ayrica, i 'nin bir vektor ve bir nokta
(0,1) olarak kavramsallastirilmasi gereklidir (6rn., Karakok vd., 2015). Bu geometrik yorum, i birimini,
b'nin herhangi bir reel say1 oldugu, Kartezyen formun ib bileseniyle de iliskilendirmektedir. Ozellikle,
ib'nin i'nin bir reel say1 ile carpimi olarak kavramsallagtirilmasi, i'nin “reel dogrunun 90°'lik bir doniisii
olarak” (Harding ve Engelbrecht, 2007, s. 967) yorumlanmasina yol agabilir ve bu da Karmasik diizlemi
iretir. Bu bakis agisy, reel sayilarin karmasik sayilarin bir alt kiimesi oldugunun daha iyi anlasilmasim
saglar. Ayn1 zamanda, Karmasgik diizlem ile Kartezyen diizlem arasindaki izomorfizmaya isaret eder
(Kontorovich vd., 2021). Bu nedenle arastirmacilar, hem 6grenciler hem de 6gretmenler icin geometrik
ve cebirsel yorumlar arasinda esnek bir sekilde gecis yapmanin faydali oldugunu one siirmektedir
(Kontorovich vd., 2021).
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Matematik 6gretmenleri, 6zellikle STEM/FeTeMM ile ilgili alanlarda karmasik sayilar1 anlamas:
gereken Ogrencilerin egitiminde kilit rol oynamaktadirlar (NCTM, 2000). Bu baglamda, bu ¢alismada
Ogretmenlerin i ve ib'yi hem cebirsel hem de geometrik olarak farkli kavramsallagtirmalar: bir MG
¢alismasinin tamamlanmasinin 6ncesinde ve sonrasinda incelenmistir. Bu ¢alisma literatiire asagidaki

sekillerde katki saglamaktadir.

[lk olarak, salt sanal sayilarin kavramsallagtirilmasi {izerine az sayida calisma bulunmaktadir.
Bununla birlikte, drnegin, 6gretmenlerin karmasik sayilarin farkli formlarini kavramsallastirmalar:
iizerine yapilan bir arastirma, ogretmenlerin salt sanal sayilar1 hem nokta hem de vektor olarak
anlamlandirmakta zorlandiklarini ortaya koymustur (Karakok vd., 2015). Arastirmacilar, 6gretmenlerin
karmagik sayilar1 yalnizca i ile yapilan cebirsel iglemler olarak gordiiklerini bildirmistir. Ote yandan,
bazi 6nemli arastirmacilar karmasik sayilarin Kartezyen formunun olusturulmasin teorik olarak
tartismig (Orn., Harel, 2013; Sfard, 1991) ve cebirsel bir bakis agisiyla incelemistir (Orn., Nordlander ve
Nordlander, 2012; Panaoura vd., 2006). Ayrica, onceki bir konferans bildirisinde (Karagoz Akar vd.,
2023b), aynmi katihmalarla yapilan aymi MG'nin yalnizca galisma sonrasmna dair 6n sonuglari
raporlanmistir. Buna ek olarak, konferans bildirisinde, 6gretmenlerin i'nin reel sayilarla carpiminda
¢ogunlukla reel say1 kavramlari {izerinde durmalar tartisilmis ve karmasik sayilarla ilgili yamilgih
anlayisa sahip olduklar1 sonucuna varilmistir. Bu ¢alismada, bildiriden farkli olarak, 6gretmenlerin
yanilgili anlayislarina dair verilerle ilgili ayrintili bir analiz sunulmus, 6gretmenlerin karmasik say1
yanliligina sahip olmalarinin sebeplerine iliskin daha fazla neden iizerinde durulmus ve agiklanmistir.

Ikinci olarak, yukarida bahsedilen tiim arastirmalardan farkli olarak, bu calismada
Ogretmenlerin i ve ib'ye iligkin farkli kavramsallagtirmalarina dair bir gelisim saglayan MG Oncesi ve
sonras! verilerinin yam sira yasadiklar1 zorluklar da rapor edilmistir. Bu ¢alismada, alana daha fazla
katki sunma amaciyla, karmasgik sayilar anlamada 6nemli bir adim olarak goriilen (Sfard, 1991) ve lise
ogrencilerinin bilgilerinde eksik olarak rapor edilen (Kontorovich, 2018b; Nachlieli ve Elbaum-Cohen,
2021) i'nin x* + 1 = 0'm koklerinden biri olmast durumu MG &ncesi ve sonrast verilerle ortaya konarak,
ogretmenlerin i'yi hem cebirsel hem de geometrik olarak kavramsallastirmasindaki degisim 6zellikle
rapor edilmistir. Ayrica, farkli O0gretmenlerden gelen veriler karsilastirilarak, ibnin doéndiirme
operatorii, genisletme operatorii ve tekrarli toplama gibi farkli anlamlar: raporlanmustir.

Ugijncii olarak, Ogretmenlerin i ve ib birimleri hakkinda hem vektér hem de Karmasik
diizlemdeki noktalar olarak sahip olduklari anlayislar nicel muhakeme perspektifinden incelenmistir.
Son olarak, 6nceki ¢alismalarda karmasik sayilarin tarihsel olarak, matematikgilerin kiibik polinomlarin
koklerini dikkate almalariyla ortaya c¢iktigi vurgulanmigtir (6rn. Harel, 2013; Nahin, 2010). Bu
calismada, karmasik sayilarin ikinci dereceden denklemlerin kokleri olarak nicel muhakeme yoluyla
incelenmesi, “karmasik sayilar herhangi bir polinom denkleminin sahip oldugu yegane koklerdir!”
ifadesini desteklemektedir (Harel, 2013, s. 35) ve Cebirin Temel Teoremi ile tutarli durumdadir. Bir
sonraki boliimde, bu calisma ile alanin nasil daha da genisletildigi ve karmasik sayilarin nicel
muhakeme perspektifinden nasil tasavvur edilebilecegi detaylandirilmustir.

Kavramsal Cerceve

Karmagik Sayilar Uzerine Literatiir

Karmasik sayilarin kapsamli bir sekilde anlasilmasi, Kartezyen, kutupsal ve iistel (Euler)
formlardaki cebirsel ve geometrik temsillerinin (bkz. Tablo 1) bilinmesini gerektirir. Bu anlayis ayni
zamanda bu temsiller arasindaki baglantilar1 kurmay1 ve bunlar arasinda gegis yapma esnekligine sahip
olmay1 da igerir (Karakok vd., 2015).
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Tablo 1. Karmasik Sayilarin Farkli Gosterimleri (Karakok vd., 2015, s.329'dan alinmaistir).

Temsil Form =
Salt sanal Kartezyen Kutupsal Ustel (Euler)
Cebirsel i, V-1, (0,1) a+ib,(ab),z r(cos@ + i sin@), z ret
Geometrik Karmagsik Karmasik diizlemde bir  Orijin merkezli cember Biiyiikliigii r ve pozitif
diizlemde bir  nokta, biiyuikliigii uizerinde r yarigapli bir reel eksenle agis1 6 olan

nokta, bir  va? + b? ve pozitif reel nokta, r biiyiikliigiinde ve bir vektor, r yaricaph
dondiirme  eksenle agist tan‘l(%) pozitif reel eksenle 8 agis1 orijin merkezli gember

operatorii olan bir vektor, bir olan bir vektor, bir tizerinde bir nokta, bir
doéndiirme ve dondiirme ve genisletme dondiirme ve
genisletme operatorii operatori genisletme operatorii

Ancak, mevcut arastirmalar hem ogrencilerin (Celik ve Ozdemir, 2011; Nordlander ve
Nordlander, 2012; Panaoura vd., 2006; Soto-Johnson ve Troup, 2014) hem de matematik 6gretmenlerinin
karmagik sayilarla galisirken karsilastiklar1 zorluklari vurgulamaktadir. Ozellikle, bircok galisma,
ogretmenlerin genellikle farkli temsiller arasinda baglanti kurmakta zorlandigini bildirmektedir
(Conner vd., 2007; Karakok vd., 2015; Nemirovsky vd. 2012). Arastirmacilar, karmagik sayilar
ogretirken hem cebirsel hem de geometrik yaklagimlari entegre etmenin énemine vurgu yapmiglardar.

Soto-Johnson ve Troup (2014) matematik 6grencilerinin karmasik degerli denklemler hakkinda
cebirsel ve geometrik olarak nasil akil yiiriittiiklerini arastirmistir. Elde ettikleri bulgular, 6grencilerin
agirlikh olarak cebirsel diisiinmeye dayandiklarini ortaya koymustur. Bununla birlikte, denklemlerin
geometrik yorumlarini dikkate almalar1 agikca istendiginde, 6grenciler hem cebirsel hem geometrik
olarak muhakeme yapabilmiglerdir. Bu nedenle yazarlar, 6grencileri hem geometrik hem de cebirsel
akil yiiriitmeye tesvik etmenin, iki akil yiiriitme bigiminin daha derin bir entegrasyonunu saglayacagi
sonucuna varmiglardir (Soto-Johnson ve Troup, 2014). Benzer sekilde, Nordlander ve Nordlander (2012)
miithendislik lisans ve ortadgretim 6grencilerini kapsayan bir calisma ytiriitmiis ve bircok 6grencinin
karmagik sayilarin temel dogasini, Ozellikle de herhangi bir saymin karmasik sayi olarak kabul
edilebilecegi fikrini kavramakta zorlandigin tespit etmistir. Arastirmacilar, sanal birim i'nin agik¢a
goriintir kilinmasinin, Ogrencilerin herhangi bir sayiyr karmasik sayilarin bir parcasi olarak
kavramsallagtirmalarina yardimci olmak i¢in ¢ok dnemli oldugunu savunmuslardir (Nordlander ve
Nordlander, 2012). Bir bagka ¢alismada, Nachlieli ve Elbaum-Cohen (2021) on ikinci sinif 6grencilerinin
karmasik sayilar1 nasil anladiklarmi arastirmistir. Karmasik sayilar1 anlamada onemli bir kriterin,
“...say1 kelimesinin, a ve b'nin reel sayilar oldugu ve i'nin (-1) in koklerinden biri oldugu, a + ib
tiiriindeki nesneleri de ifade ettigini” (s.5) kabul etmeyi igerdigini vurgulamislardir. Calismanin
bulgulari, 6gretmenlerin 6grencileri aktif bir sekilde sorgulayarak, onlar1 yansitict ve arastirmaci
diisiinmeye tesvik etmelerinin reel sayilardan karmasik sayilara gecisi kolaylastirabilecegini ve
ogrencilerin bu sayilar hakkinda hem cebirsel hem de geometrik olarak akil yiiriitmelerine olanak
saglayabilecegini gostermektedir. Bu gozlemleri destekleyen Panaoura ve digerlerinin (2006) ¢alismasi,
ortadgretim Ogrencilerinin karmasik sayilarin cebirsel ve geometrik temsillerini ayn1 matematiksel
nesnenin alternatif bigimleri olarak gérmek yerine, ayr1 varliklar olarak gérme egiliminde olduklarini
ortaya koymustur. Arastirmacilar bu zorlugun, karmasik sayilarin gorsel ya da geometrik yorumlarina
¢ok az vurgu yapilarak, sadece cebirsel olarak tanitilmasindan kaynaklanabilecegini 6ne siirmiislerdir.

Ortadgretim matematik Ogretmenleri iizerine yapilan arastirmalar da (Conner vd., 2007;
Karakok vd., 2015) karmasik sayilarin kavramsallastirilmasinda, zellikle de Kartezyen, kutupsal ve
iistel formlarla ilgili zorluklarin altini ¢izmistir. Karakok ve digerleri (2015) ti¢ 6gretmen ile yaptiklari
bir calismada, bir 6gretmenin karmasik sayilar: Karmasik diizlemde noktalar olarak gorsellestirmekte
zorlandigini tespit etmistir. Ornegin, i'nin geometrik olarak gosterilmesi istendiginde, 6gretmen i'nin
orijinin bir birim tizerinde olup olmadigindan emin olamamistir. Baska bir 6gretmen ise i'yi sadece bir
sembol olarak gormiis ve karmasik sayilar1 i yi igeren cebirsel islemlerle ifade etmistir. Her iki 6gretmen
de vektor temsilini Kartezyen formla iliskilendirmekte zorluk yasamistir. Bu bulgular, 6gretmenlerin
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karmagik sayilar1 geometrik yorumlarindan ziyade cebirsel islemler yoluyla algiladiklarimni
gostermektedir. Bir baska ¢alismada, Nemirovsky ve digerleri (2012) ortadgretim matematik 6gretmen
adaylarinin karmasik sayilar hakkindaki geometrik akil yiiriitmelerini aragtirmistir. Fiziksel bir sinif
ortami kullanarak, O0gretmenleri karmasik sayilarda toplama ve carpma islemlerinin geometrik
anlamini kesfetmeye tesvik etmislerdir. Bu uygulamali yaklasim ile, katilimcilar i ile ¢arpimi, Karmasik
diizlemde 90 derecelik bir donme olarak algilamiglardir. Bu bulgulara dayanarak, Sarag (2016) bir
ortadgretim matematik dgretmeni adayi ile ¢alismis ve nicel muhameke yoluyla 6gretmen adayinin
karmasik sayilarin Kartezyen formunu nasil gelistirdigini incelemistir. Sonuglar, katilimcinin karmagik
sayilar1 iyi tanimlanmisg bir kiime iginde tek bir nicelik olarak, 6zellikle de reel katsayili herhangi bir
ikinci dereceden denklemin kokleri olarak basarili bir sekilde kavramsallastirdigini ortaya koymustur.
Ozellikle, Karakok ve digerlerinin (2015) bulgularinin aksine, bu 6gretmen adayi i'yi Karmagik
diizlemde (0, 1) noktas: olarak dogru bir sekilde gostermistir (Sarag ve Karagoz Akar, 2017).

Bu calismalara ek olarak, arastirmacilar 6grencilerin karmasik sayilar: anlamalarin gelistirmek
igin cesitli 6gretim yaklagimlar1 énermiglerdir. Ornegin, Edwards ve digerleri (2021) ikinci dereceden
bir fonksiyonun karmasik koklerini gorsellestirmek icin 3D grafiksel gosterimlerin kullamilmasin
onermistir. Murray (2018), 6grencilerin reel ve reel olmayan (sanal) kokleri ayirt etmelerine yardimei
olmak igin geometrik doniistimlerin kullanilmasini, 6zellikle de Ogrencilerin ikinci dereceden bir
fonksiyonun tepe noktasindan kokleri yansitma yapmalarim Snermistir. Diger calismalar Bilgisayar
Cebir Sistemleri (CAS), Bilgisayar Destekli Degerlendirme Sistemleri (CAA) (Gaona vd., 2022) ve
GeoGebra (Caglayan, 2016; Seloane vd., 2023) gibi dijital araglarin karmasik sayilarin dgretimindeki
Oonemini vurgulamaktadir. Bu teknoloji tabanli ve gorsel yaklasimlar, 6grencilerin karmasik sayilar
anlamalarini ve hem reel hem de karmasik katsayili denklemlerin koklerini geometrik bir perspektiften
yorumlama becerilerini desteklemektedir.

Bahsi gecen ¢alismalar, 6gretmenlerin ve dgrencilerin karmasik sayilar hakkinda saglam bir
anlayis gelistirmeleri i¢in karmasik sayilarin cebirsel ve geometrik anlamlarina ve 6zellikle de i birimine
vurgu yapilmas: gerektigini gostermektedir. Mevcut calismalar onemli bilgiler saglamakla beraber,
ozellikle salt sanal sayilarin farkli anlamlarina odaklanmamuistir. Bu ¢calismada, hizmet i¢i 6gretmenlerin
salt sanal sayilara iliskin kavramsallagtirmalarini raporluyoruz. Buna ek olarak, arastirmacilar olarak,
bu ¢alismada, nicel muhakemenin dgretmenlerin karmasik sayilara iliskin kavramlarinin gelisiminde
derin ve kapsamli bir diisiinme siireci saglayabilecegini diisiiniiyoruz: Ilk olarak, herhangi bir karmasgik
say1y1 nicel muhakeme cercevesi perspektifinden ifade ediyoruz (Thompson, 1990; Thompson ve
Carlson, 2017). Bu bakis agisiyla, bu makalede, karmagik sayilar1 reel katsayili herhangi bir ikinci
dereceden denklemin koklerinin nicellestirilmesi olarak ele aliyoruz (Karagdz Akar vd., 2024; Karagtz
Akar vd., 2023, Karagdz Akar vd., 2023a; Sara¢ ve Karagoz Akar, 2017). Bu baglamda, literatiirde
Onerildigi tizere (6rnegin, Kontorovich, 2018b; Nachlieli ve Elbaum-Cohen, 2021), bir MG ¢alismasinin
tamamlanmasindan 6nce ve sonra Ogretmenlerin i'yi anlamlandirmalarindaki degisimi gosteren
verileri raporluyoruz. Ikinci olarak, i'nin anlamint nicel muhakeme agisindan ifade ederek, vektdrlerin
i'nin bir nokta olarak anlamlandirilmasinda araci fikir olabilecegi {izerinde duruyoruz. Bu durum,
Ogretmenlerin i’yi hem nokta hem de vektor olarak anlamlandirmakta giigliik ¢ektiklerinin raporlanmis
olmas:t nedeniyle ozellikle 6nemlidir (Karakok vd. 2015). Buna ek olarak, College Board of
Mathematical Sciences (CBMS) “karmasik sayilarin lise ve iiniversite arasindaki egitim bosluguna
diisebilecegini, lise Ogretmenlerinin karmasik sayilarin tniversitede Ogretilecegi, {iniversite
egitmenlerinin ise lisede 6gretildigini varsaydigimi” vurgulamustir (CBMS, 2012, s. 64). Dolayisiyla, salt
sanal sayilar hakkinda nicel muhakeme bakis agisiyla akil yiiriitmek, ortadgretim miifredatinin
gogunda yer alan ve 6grencilerin bilmesi beklenen “i? = —1 olacak sekilde bir i karmagik sayis1 vardir
ve her karmasik say1 a ve b reel olmak tizere a + ib bigimindedir” (CCSSM, 2010, s. 60) gibi geleneksel
diisiinme bi¢iminin 6tesine gegerek, alana yeni bir bakis agis1 saglayabilir. Bu baglamda, bu calismada,
asagidaki arastirma sorular1 incelenmistir:
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1. Nicel muhamekeye odaklanan bir mesleki gelisim programindan once ve sonra 6gretmenlerin
cebirsel ve geometrik olarak i'yi kavramsallastirmalar: nasildir?

2. Nicel muhakemeye odaklanan bir mesleki gelisim programini tamamlayan ogretmenler ib
hakkinda cebirsel ve geometrik olarak ne gibi farkli anlayislara sahiptir?

Asagidaki boliimde, nicel muhakemenin temel yapi taslar1 (kavramlari) ve karmasik sayilarin
nicel muhakeme bakis acisi ile nasil kavramsallastirildig: agiklanmistir.

Nicel Muhakeme®

Nicel muhakeme, bir bireyin “bir durumu niceliksel bir yap1 i¢inde analiz etmesi” anlamina
gelir (Thompson, 1990, s. 13). Moore ve digerleri (2009) ise nicel muhakemeyi “...bir bireyin bir durumu
tasarlamasy, tasarladigl duruma iliskin nicelikler olusturmasi ve bu olusturulan nicelikler arasindaki
iliskileri hem gelistirmesi hem de bunlar hakkinda muhakeme yapmasi seklindeki zihinsel eylemler”
olarak tanimlamustir (s. 3). Nicelik, nicellestirme ve nicel yapi, nicel muhakeme igindeki en Snemli
kavramlardir.

Bir kisinin zihninde nicelik, bir nesnenin 6l¢tilebilir bir niteligidir (Thompson, 1990). Bir kisi,
uygun bir birimi acik veya Ortiik bir sekilde kavramsallastirarak bir nesnenin ve onun olgiilebilir
niteliklerinin zihinsel bir imgesine sahip olur (Thompson, 1994). Bu perspektiften bakildiginda,
karmasik sayilar1 yonlendirilmis uzakliklar olarak iki niceligin birlesimi seklinde anliyoruz (Karagoz
Akar vd., 2024). Bu anlayis, matematiksel bir nesne olan ikinci dereceden fonksiyonlarin analiz
edilmesiyle, denklem koklerinin ve fonksiyonun tepe noktasiin x-koordinatinin (apsis) noktasal olarak
diisiiniilmesini saglar. Ayrica, bunlarin birbirlerine ve orijine olan uzakliklarinin nicelik olarak
anlasilmasimi ve nicelikler arasi iliskiler olarak degerlendirilmesini igerir (bkz. Sekil 1). Nicel yaps,
nicelikler ve nicel iligkilerden olusan bir ag olarak goriiliir; burada “nicel iliski, {iglinclistiniin, ikisi
arasindaki nicel bir operasyonla olusturuldugu, {i¢ niceligin kavranmasidir” (Thompson, 1990, s. 11).
Dolayistyla nicel operasyonlar, nicelikleri insa eden zihinsel eylemlerdir. Nicellestirme, nicelikleri ve nicel
iliskileri insa etme siirecinin tamamini ifade eder. Bu ¢alismada, ikinci dereceden fonksiyonlarla
baglantili olarak karmasik sayilarin nicel muhakeme yoluyla nasil kavramsallastirildigi, asagida daha
ayrintili olarak agiklanmustir.

Moore ve digerlerinin (2009) vurguladig: gibi, bir durumu tasavvur etmek bir nesneyi ve onun
niteliklerini tahayyiil etmeyi gerektirir; Oyle ki zihinsel imge “bir problem ifadesinden veya
matematiksel bir nesneden (6rnegin bir grafikten) yorumlanan bir imge olabilir” (Moore vd., 2009, s.3).
Bu baglamda, bu ¢alismada diisiince nesneleri, koordinat diizlemi iizerinde yer alan paraboller, ikinci
dereceden fonksiyon kokleri ve tepe noktasmin apsisi gibi Ol¢iilebilir 6zelliklere sahip niceliklerdir.
Yani, reel katsayili ikinci dereceden herhangi bir ax®+ bx+c¢ = 0denkleminin iki kokii

—b¥/b*—4ac

X =
1,2 2a

bicimindedir. Burada (b? — 4ac) diskriminant (A) olarak adlandirilir. (— %) tepe

noktasinin apsisi ve % ise (— %, 0) noktasinin x ekseni {izerinde koklere olan uzakligidir (Hedden ve

Langbauer, 2003). Ogrenci, % y1, tepe noktasinin apsisi ile kokler arasindaki mesafenin 6l¢iisii olarak

degerlendirdiginde, bu bir nicelik olarak kabul edilir. Benzer sekilde, bir kisi koklerin sifir noktasina
olan uzakliklarmi degerlendirdiginde, kokler de bir nicelik olarak kabul edilir.

Bu makalede, boyle bir ikinci dereceden kok anlayismin, karmasik sayilarin, iyi tanimlanmig
bir kiimenin elemenlari olarak (Sfard, 1991), reel katsayil ikinci dereceden denklemlerin kokleri oldugu
fikrini destekleyebilecegi iddia edilmektedir. Bunun i¢in, nicel muhakemenin iki temel yap1 tas: olan
kovaryasyon (eszamanh degisim) ve carpimsal nesne (Thompson vd., 2017) iizerinde asagidaki sekilde
durulmaktadir.

6 Makalede (nicel) muhakeme ve (nicel) akil yiirtitme ayn1 anlamda kullanilmustir.
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Oncelikle, cebirsel olarak, “tiim karmasik sayilarin x + iy biciminde oldugunu biliyoruz,
burada x ve y reel sayilardir. Reel sayilar pozitif, negatif ya da sifir olan tiim sayilardir” (Panaoura vd.,
2006, s. 683). Ayrica x + iy, (x,y) ve z gibi cebirsel gosterimler ve Karmasik diizlemdeki bir nokta gibi
geometrik gosterimler de dikkate alinmaktadir (Karakok vd., 2015). O halde, herhangi bir karmasik
sayl, z = x + iy, verildiginde, x ve y ye Oyle anlamlar ytiklenebilir ki x cebirsel olarak —Z%'yl ve

geometrik olarak herhangi bir ikinci dereceden fonksiyonun tepe noktasinin apsisini; y ise cebirsel

olarak %‘yl ve geometrik olarak koklerin (—%,0)'&1 olan uzakliklarimi ifade eder (bkz. Sekil 1).

Saldanha ve Thompson (1998) kovaryasyon kavramini bir kisinin “..iki niceli§in degerlerinin
(biiyiikliiklerinin) siirekli bir goriintiisiinii ayn1 anda zihninde tutmas1” olarak tanimlamistir (s. 299). O
halde, ¢arpimsal nesne kavramu, bir kisinin niceliklerin ortak degiskenligine iliskin imgesine dayanir. Bir
kisi, “... herhangi bir niceligin biiyiikliigiinii, her an diger niceligin (niceliklerin) de bir biiyiikliige
(biiyiikliiklere) sahip oldugunun dogrudan, agik ve devamli bir sekilde farkina vararak izler” (Stevens,
2019, s. 42) seklinde bir carpimsal nesne tasarlar. Bu nedenle, kisi ikinci dereceden denklemlerin kok

12

e e w11 s b .
formiiliinti ayrigtirabilir ve 6rnegin x, ve x, reel say1 koklerini, ——='y1 tepe noktasinin x-koordinati (ayn

zamanda simetri ekseni) ve g’ y1 tepe noktasinin koklere olan uzakligi olarak reel say1 dogrusu

tizerinde konumlandirarak diigtinebilir (Bkz. Sekil 1). Tepe noktasinin x-koordinatini, onun orijine olan
uzaklig1 ve koklere olan uzaklig ile birlikte diistinmek, bir bireyin zihninde bir nicelik olugturmasm
saglar (Bkz. Sekil 1). Boylece, herhangi bir ikinci dereceden denklemin koklerini, orijine uzakhig1 ve tepe
noktasinin x-koordinatina uzaklig1 olan (yani, g), bir nicelik olarak diistiniilebilir. Baska bir deyisle, ti¢
nicelik diigtiniilebilir: 1) koklerin ve tepe noktasmin x-koordinatinin, orijine olan uzakliklar1 ve 2)
koklerin, tepe noktasinin x-koordinatina olan uzakliklar1. Daha sonra, bu nicelikler arasindaki nicel
iligkiler, koklerin ve tepe noktasmin x-koordinatinin sayi dogrusu {iizerinde bir nokta olarak ve
birbirleriyle iligkili mesafeler olarak nasil konumlandirildigini tasavvur etmeyi gerektirir.

Dolayistyla, carpimsal nesne kavramindan yola ¢ikarak, (x,y) veya (— %, % ) sirali ikilisinin, iki
niceligin biiyiikliiklerini ayn1 anda birlestiren iki bilesenli tek bir nicelik oldugu diistiniilebilir
(Thompson vd., 2017). Burada her nokta, reel katsayili herhangi bir ikinci dereceden denklemin kokler
kiimesinin bir elemanidir. Bu baglamda, bu ¢alismada, karmasik sayilar nicel olarak, koklerin (yani
ikinci dereceden denklemlerin olas1 tiim koklerinin) Karmasik diizlemdeki orijinden uzakliginin bir
Olclisii olarak ele alinmaktadir.

z -b V=3
: . (; ' 2a )
- b »
== =,
2a’ 2a 2a  2a’

Sekil 1. Diizlemde reel katsayili ikinci dereceden bir denklemin tiim koklerinin yerinin belirlenmesi
(Melliger, 2007'den degistirilmistir)

Bu nicel yapida, formiiliin bir pargasi olan v—1 % iki sekilde diigtintilebilir: Bir kisi v—1'i x% +
1 = 0 'm koklerinden biri olarak diisiinebilir ve formiiliin diger kism1 olan %‘nm sifir oldugunu goz

oniinde bulundurarak E'ya 1 gibi sayisal bir deger atayabilir. Bu, v—1'in geometrik anlamini, orijinin
2a

tizerinde bir birim mesafe ile sanal eksen {izerinde (0,1) noktas: olarak diisiinmeyi de saglayabilir. Bu
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imge, v—1'in bir ¢arpan ve %‘nm bir carpilan olarak anlasilmasini tetikleme potansiyeline sahiptir,
¢linkii V-1, (%, 0) formundaki herhangi bir reel sayinin saat yoniiniin tersine 90 derece dondtiriilmesi

(yani bir dondiirme operatorii) olarak diisiiniilebilir ve sanal eksen {izerinde (0, \/2;_;) olarak

konumlandirilabilir. Bu goriintii ayni zamanda Descartes'in diisiindiigii seyle de uyumludur: reel
dogruyu kendi iizerine bindirmek, tiim noktalar1 90 derece dondiirmek, bu da koordinat diizlemini (R?)

verecektir (Fauconnier ve Turner, 2002). Bu goriintii, ZEaA'nm bir ¢arpan (operator) ve v—1'in bir ¢arpilan

olarak diistiniilmesini de saglayabilir, ¢linkii kisi %‘nm bir reel say1 oldugunu bilir. Daha 6nce de

belirtildigi gibi, karmasik sayilarin herhangi bir bi¢imini anlamak i¢in karmasik sayilarin cebirsel ve
geometrik anlamlarmi ayn1 anda g6z éniinde bulundurmak gerekir.

Yontem

Bu calisma, bir mesleki gelisim (MG) calismas: yoluyla Ogretmenlerin karmasik sayilar
konusundaki alan bilgilerini gelistirmeyi amaglayan tasarim-tabanli bir arastirmanin parcasidir.
Arastirma kapsaminda smif i¢i Ogretim deneyleri ve ardindan ¢oklu durum ¢alismasi
gerceklestirilmistir (Yin, 2014). Bu makalede, ¢oklu durum c¢alismasindan elde edilen bulgular
sunulmakta ve dgretmenlerin MG'yi tamamlamadan 6nce ve tamamladiktan sonra salt sanal sayiya
iligkin farkh anlayiglariyla ilgili mevcut bilgileri raporlanmaktadar.

Katilimcilar ve Veri Toplama Siireci

Bu calismaya iki ila on yillik Ogretmenlik deneyimine sahip ve ortadgretim matematik
Ogretmenligi mezunu bes matematik 6gretmeni katilmistir. Secim siireci, on dgretmenin karmasik
sayilar iizerine acik uglu yazil bir degerlendirmeyi tamamlamasiyla baglamistir (ilk yazili oturum). Bu
oturumda katiimailardan ikinci dereceden fonksiyonlarin ve denklemlerin, karmasik sayilarin farkh
gosterimlerinin ve vektorlerin cebirsel ve geometrik tamimlarini vermeleri istenmistir. Verdikleri
yanitlarin analizine dayanarak, ¢alismanin pedagojik hedefleriyle uyumlu on bilgilerine gore sekiz
katilimcr amaglt olarak secilmistir (Simon, 2000): 1) Katilimcilar ikinci dereceden fonksiyonlar ve
vektorlerin tanimi hakkinda bilgi sahibi olduklarini gostermiglerdir. 2)Katiimcilar karmasgik sayilarin
Kartezyen, kutupsal veya iistel formlarindan ya hi¢ bahsetmemisler ya da bu gosterimler arasindaki
iligkileri agiklamamislardir. Bununla birlikte, bes katilimci ¢alismaya katilabileceklerini beyan etmistir.

Tablo 2'de gosterildigi gibi, calisma her biri 120 ila 150 dakika siiren dort 6gretim oturumunu
icermektedir.

Tablo 2. Veri Toplama Siireci

Oturumlar Oturumlarin igerigi

[k yazili oturum Katilimcilarin ge¢mis bilgilerinin analizi

MG oturum 1 Kartezyen form, farkli parabollerin grafikleri ve aralarindaki uzakliklar

MG oturum 2 Kartezyen form ve karmasik sayilarin geometrik gosterimi

MG oturum 3 Vektorlerin tanimi ve 6zellikleri ve karmasik sayilarin kutupsal formu

MG oturum 4 Karmasik sayilarin iistel formu

Son yazili oturum Katilimcilarin mevcut bilgilerinin analizi

Yar1 yapilandirilmis  Katiimcilarin karmagik sayilarin farkl formlar: arasindaki baglantilara iligskin
goriismeler mevcut kavramsallastirmalar: (30-45 dk.)

Tk iki oturum, karmasik sayilarin Kartezyen formunun ikinci dereceden denklemlerle iligkili
olarak nicel muhakeme yoluyla incelenmesine odaklanmistir (Sarag ve Karagdz Akar, 2017). Uciincii
oturumda kutupsal form, son oturumda ise iistel (Euler) formu ele alinmistir.

Tasarim-tabanli arastirmalar baglaminda, bu calismada karmasik sayilar nicel bir yap1 iginde
incelenerek nicel muhakeme teorisine odaklanilmistir. Bu nicel yapida karmasik sayilar reel katsayilara
sahip herhangi bir ikinci dereceden denklemin kokleridir ve yonlendirilmis uzakliklar olarak iki
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niceligin birlesimi seklinde anlasilmaktadir. Katihimeilar ikinci oturumda reel katsayili herhangi bir
ikinci dereceden denklemin kokleriyle iligkili olarak karmasik sayilarin bir tanimina ulastiktan ve
bunlar1 karmasik diizlemde noktalar olarak konumlandirdiktan sonra (bkz. Sekil 1), iglincii oturumda
ise katilimcilardan, salt sanal sayilara 6zgii olarak, vektor tanimini géz oniine alarak konumlandirilan
noktalarin nitelikleri hakkinda diisiinmeleri istenmistir. Ogretmenler bu konular1 goz dniine aldiktan
sonra, karmasik sayilar1 nasil vektor olarak diisiindiiklerini gerekcelendirebilmislerdir. Bu noktada,
x? + 1 = 0 denkleminin koklerini, herhangi bir ikinci dereceden denklemin koklerinin bilegenleri, yani
-b _ V=A

- < . . c i s -b V=4,
5. ve —— cinsinden degerlendirmeleri istenmistir. Ogretmenler, say1sal olarak —— 'nin 0'a ve ——min 1'e

esit oldugu sonucuna varmuslardir. Karmasik sayilarin, orijine olan uzakliklar: ve yatay eksene olan ag1
olctileri ile vektorler olarak temsil edilebilecegine dair bilgileri, katihmcilarin Karmasik diizlemde i'nin
bir vektor ve (0, 1) noktas: olarak temsil edilebilecegini diisiinmelerine olanak saglamistir.

MG oturumlari sona erdikten sonra, son yazili bir oturum gerceklestirilmistir. Ardindan, MG'yi
de yiiriitmiis olan birinci yazar, katiimcilarin karmasgik sayilarin farkl formlar: arasindaki baglantilar:
nasil anladiklarina dair yar1 yapilandirilmig goriismeler gerceklestirmistir. Goriismeler, diger
arastirmacilar tarafindan da gozlenmis ve videoya kaydedilmistir. Goriismeler 30 ila 45 dakika arasinda
stirmiistiir. Ayrica, katilimcilarin yazili materyalleri de toplanmistir. Ik ve son yazili oturumlarda i’nin
anlamina iliskin olarak su sorular yer almistir: “i sayisinin ne oldugunu agiklayabilir misiniz? Karmasik
diizlemde gosterebilir misiniz? Liitfen i “yi cebirsel ve geometrik olarak agklayiniz. Cevabinizi
gerekcelendiriniz.” Ayrica, MG sonras1 goriismelerde “Geometrik olarak i‘yi nasil gosterebiliriz?

Karesini (i?) cebirsel olarak nasil ifade ederiz? Geometrik olarak nasil ifade ederiz? i’nin % ile garpimi1

(. 2£aA)’ Karmasgik diizlemde nerededir?” gibi sorular sorulmustur.

Veri Analizi

Veri analizi igin siirekli karsilastirma yontemi kullanilmistir (Clement, 2000). Arastirma ekibi
katilimalarin yazili yanitlarimi ve tiim goriismelerin dokiimlerini birlikte incelemis ve 6gretmenlerin
karmagik sayilar1 hem cebirsel hem de geometrik olarak nasil kavramsallastirdiklarimi belirlemek ve
karakterize etmek icin gerektiginde video kayitlarini izlemistir. Her bir katilimcinin, her bir goriisme
sorusu icin ¢oziimlemelerdeki tek bir climleden bir paragrafin tamamina kadar degisen ifadeler analiz
birimi olarak kullanilmistir. Analiz nicel muhakeme yapilar1 kullanilarak gergeklestirilmistir. Ozellikle,
ogretmenlerin karmasik sayilar1 nicel olarak nasil anladiklarina, 6rnegin i karmasik sayisin orijinden
bir birim uzaklik olarak temsil etmelerine ve bunun anlamimi bir operator olarak nasil agikladiklarma
odaklanilmistir. Veriler 6nce her bir katilima i¢in ayri ayri analiz edilmistir. Ardindan, farkh
katilimcalarin her bir soruya verdigi yanitlar karsilagtirmali olarak incelenmistir. Katihmcilarin i ve ib
karmasik sayilarin1i nicel muhakeme yoluyla nasil kavramsallagtirdiklarini gosteren anlatilar
olusturulmus ve diisiince stireclerindeki benzerlik ve farkliliklar karsilastirilip yorumlanmaistir.

Bulgular

Bu boliimde &ncelikle i'nin tanimi ve geometrik temsili de dahil olmak {izere katilimcilarin
farkli kavramsallastirmalarina iliskin ilk ve son yazili oturum sonuglar: sunulacaktir (Bkz. Tablo 3).
Ardindan, bir katiimcinin karmasik diizlemde i‘yi bulmakta zorlanmasina dair goriisme verileri
paylasilacaktir. Ayrica 6gretmenlerin MG 6ncesi ve sonrasinda i'nin kuvvetlerinin cebirsel ve geometrik
anlamlarina iliskin yanitlarina dair veriler de sunulacaktir. Ek olarak, iki katilimcinin karmasik say1
onyargisini ele alhigina iliskin verileri paylasilacak ve son olarak, katilimalarin ib ve inin farkh
anlamlarina yonelik goriisme verilerinden 6rnekler sunulacaktr.
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i'nin Karmasik Diizlemde Bir Nokta Olarak Tanimlanmasi ve Temsil Edilmesi
Tim katilimailar i"yi MG 6ncesi ve sonrasinda Tablo 3'te belirtildigi sekilde tanimlayabilmistir.

Tablo 3. Ogretmenlerin MG Oncesi ve Sonrasinda i’'nin Tanimi ve Geometrik Anlamina ligkin Yamtlari

MG Oncesi MG Sonrasi
O1 His e ims.'«o? consrt- H's squone 1t -1,
Algebraically i+ is ii < FT/A = -1
I+ 1 the |..~,a?4,\9..¢ oy et duﬁ.'gd 'Y ;: ":" Geomebically i+ is +ha point (-4,0) o~ +re complex
|_" - ree ok iy ve sop WS on 4a real Line
« +X
]
K
i sanal sabittir. Karesi -1 dir.
i = V-1 olarak tanimlanan sanal sabittir. Cebirsel olarak L1 = v—-1.v-1 = —1 dir
Geometrik olarak karmasik diizlemde (-1, 0)
noktasidir, yani reel eksen iizerindedir.
02 X A N L W A i de an (8] ad o b gedebc e
Ail=0 Bt el Tolodk b bk b ook of thogen A e
- =y mﬁ-q‘nh’w-‘-&mrﬁ,d defby, o aeebe o
s thet A0 y = bE I b byl
L - Ja P -3, Za
[ R I
i o t hil)
A sifirdan kiiciik oldugunda (A= b? — 4ac) ikinci
dereceden denklemin kdokleri reel degildir. A"y1
i x> + 1 = 0 denkleminin kékii olarak karekok icinden ¢ikarabilmek i¢in asagidaki
tanimlanir ve i = v—1 dir. ozelligi kullanarak i'yi tanimlariz.
Ote yandan i, x2 + 1 = 0 ‘i koklerinden biridir.
-~ ol you it e b i iy Il He pambe which placs ak il pelat ;:,l;'| i
03 e mu s unlt whole aq""— q”h Al ' l|4
= S ‘ S
i, karesi -1’e esit olan komplex say1
s . i P v i sanal eksende (0, 1) noktasina yerlesen sayidir.
birimidir.
04 s an emaginry cousber which egual 0-/=1. T odher words s square £ =, " gl O A b oo G e et

When the complex numbers are shown in the
complex plane x-axis represents the real part
and the y-axis represents the complex part. “1”
1s the square root of -1. In the complex plane

that has a one-unit distance from the origin on

the y-axis 1s the place of “17.

i, V=1 e esit bir sanal sayidir. Bagka bir
deyisle karesi i? = —1 dir.

Karmasik sayilar karmasik diizlemde
gosterildiginde x ekseni reel kismi, y ekseni
karmasik kismi temsil eder. i, -1'in kare
kokiidiir. Karmasik diizlemde i'nin yeri y

ekseni iizerinde orijine bir birim uzakliktadur.

equation x>+1=0. In the complex plane, these two
complex numbers indicate the point that V=1 unit

distance from the abscissa of the vertex (x=-b/2a)

which has the value 0.

i ve eslenigi —i, x> + 1 = 0 ikinci derece
denkleminin koékleridir. Karmasik diizlemde
bu iki karmasik say1, degeri sifir olan tepe
noktasinin apsisinden (-b/2a) V=1 birim
uzakliktaki noktay: isaret ederler.
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Tablo 3. Devami

MG Oncesi MG Sonras1

05 The number “i” is one of the roots of quadratic equation x*> + 1 = 0. In real

numbers set, square roots of negative numbers cannot be defined because there

In real numbers set, square roots of negative numbers cannot be defined because are no real numbers whose squares are negative. Square root of -1 is defined as
there are no real numbers whose squares are negative. To define them, square imaginary number.

root of -1 is defined as imaginary.
a. Could you show it on the complex plane?
a. Could you show it on the complex plane?

Real part is 0 and the imaginary part is 1.

The ber “i” is a ! ber where

the real part is 0 and the imaginary part is 1.

.
'

This is how we show it on complex plane:

i sayis1 ikinci dereceden x2 + 1 = 0 denkleminin
Reel sayilar kiimesinde negatif sayilarin koklerinden biridir. Reel sayilar kiimesinde negatif
karekdokleri tanimlanamaz ¢iinkii karesi negatif sayilarin karekokleri tanimlanamaz ciinkii karesi
olan hig reel say1 yoktur. Bunlar1 tanimlamak negatif olan hig reel say1 yoktur. Bunlar1 tanimlamak
icin -1'in karekokii sanal olarak tanimlanir. icin -1’in karekokii sanal say1 olarak tanimlanir.
a. Karmasik diizlemde gosterebilir misin? a. Karmasik diizlemde gosterebilir misin?
Reel kismi 0 ve sanal kismi 1. i sayisi reel kismi 0 ve sanal kismi 1 olan bir karmasik
sayidir. Karmasik diizlemde su sekilde gosterilir.

Tabloda goriildiigii {izere, MG'den 6nce tiim dgretmenler i'yi ya v—1 ya da i? = -1 olarak
tanimlamistir. Yalnizea O2, i'yi x? + 1 = 0 ikinci dereceden denkleminin kokii olarak gostermistir.
Ayrica veriler, 6gretmenlerden tigiiniin karmasik diizlemde i’yi geometrik olarak i ifadesini kullanarak
gosterdigini ortaya koymustur. Buna ek olarak, O4 ve O5 geometrik olarak i'nin sanal eksen iizerinde
orijinden bir birim uzaklikta olduguna isaret etmislerdir.

Ote yandan, MG sonrasi yazili oturumda 02, O4 ve O5 i'nin x? + 1 = 0 ikinci dereceden
denkleminin k&klerinden biri oldugunu belirtmislerdir. Agiklamalarinda ayrica v—1'i i'ye esit
aldiklarini ifade etmislerdir. Sadece O3, i'yi “sanal eksende (0, 1) noktasina yerlesen say1” olarak
tanimlamigtir. Son yazihi oturumda katiimailarm, “koklerden biri...” ifadesini kullanmalar1 ve i'yi
karmasik diizlemde (0, 1) olarak nasil konumlandirdiklarini gosteren veriler, vV—1'in esas kok olarak
kabul edilmesine ragmen, 6gretmenlerin —/—1'in de x? + 1 = 0'm bagka bir kékii oldugunu bilmeleri
gerektigi icin dnemlidir. O4'{in yazili agiklamasindaki “i ve onun eslenigi —i” ifadesi de bu bilgiye isaret
etmektedir.

Benzer sekilde, i'nin geometrik gosterimi ile ilgili olarak, O4 harig tiim katilimcilar i'yi karmagtk
diizlemde (0, 1) seklinde bir nokta olarak gosterebilmistir. MG 6ncesindeki verilerle karsilastirildiginda,
katilimailarin i'yi karmasik diizlemde gostermek icin (0, 1) ifadesini kullanmalar1 bir gelismeye isaret
etmektedir. Ancak O4 (0, V—1) yazarak bu noktanin sanal eksen tizerindeki vV—1 birim mesafeyi ifade
ettigini belirtmistir. Bu nedenle, O4 {in, i'yi karmagik diizlem iizerine yerlestirme konusunda nasil bir
mantik yliriittiigli sorgulanmistir.

i'nin Geometrik Olarak Gosterilmesiyle Tlgili Olast Bir Zorluk

O4'iin MG sonrasi gériismedeki i'yi karmagik diizlemde gosterme ile ilgili akil yiiriitmesine
iligkin veriler O4’iin yine i'yi x?+ 1= 0ikinci dereceden denkleminin koklerinden biri olarak
tamimladigim gdstermistir. O4 ayrica i'nin, karesi -1'e esit olan say1 oldugunu belirtmis ve i'yi vV—1'e esit
olarak kabul etmistir. Ciziminden de anlasilacagi tizere, O4, i'yi once (0, %) yazarak ve ardindan bir
ornek vererek gostermis olsa da sanal eksen {izerine 3i ve i de yazmistir (Bkz. Sekil 2):
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Sekil 2. O4’iin i'yi Geometrik Olarak Gosterimeye Calismasi

Daha sonra tereddiit ederek 3i yerine (0, 3) degerini kullanip kullanamayacagini sorgulayan
O4, ayrica i'nin sanal eksende orijinden 1 birim yukarida oldugunu da ifade etmistir.

Tartisma asagidaki sekilde devam etmistir:

A: Peki nokta olarak gosterirsen ne olur?

O4: Yapamam, bilmiyorum, emin olamiyorum o (0, 1) konusunda.
A:Neden? (0, 3) konusunda da emin degildin, degil mi?

O4: Evet, (0, 3)'ten de emin degildim ciinkii bir seyden bahsettik, mesela mesafe olarak 3i
ve i diyebilecegimizi sdyledik, mesela biiytiikliik olarak karsilastiramadik. Evet bu 1 birim
mesafe (i ile orijin arasindaki mesafeyi kastediyor) bu 3 birim mesafe (Sekil 2'de 3i ile
orijin arasindaki mesafeyi kastediyor) ama bunu nokta olarak gosterdigimde (0, 3)'i bir
koordinat gibi yazabilir miyim emin degilim.

Sekil 3. O4’iin i"yi (0, 1) ve 3iyi (0, 3) olarak konumlandirdig1 ¢izimi

Bu diyalogtaki verilerle beraber Sekil 2 ve Sekil 3 teki ¢izimleri, O4'tin, i'yi sanal eksen {izerinde
(0, 1) noktas1 olarak gostermekte zorlandigina isaret etmektedir. Orijinden i'nin bir birim ve 3i'nin 3
birim yukarida oldugunu ve sanal eksen iizerinde belirli mesafelerde konumlandiklarin: fark eden O4,

V4ac-b? ,

2a

anlamistir (bkz. Sekil 2). Ayrica i icin, sayisal degerler dikkate alindiginda ilk bilesenin 0'a, ikinci
bilesenin ise 1'e esit oldugunu belirtmistir. Ancak, MG tartismalarindan karmasik sayilarin reel sayilar
gibi siralanamayacagmn hatirlamistir. Bu farkindalik, O4’tin (0, 1)'in orijinden bir birim yukarida ve
birim ¢ember iizerinde oldugunu bilmesine ragmen i'yi sanal eksen {izerinde (0, 1) olarak temsil
etmenin miimkiin olup olmadigini sorgulamasina yol agmigtir. Ozellikle, i ve 3i'yi temsil etmek igin
sirastyla (0, 1) veya (0, 3) kullanirsa, siralanabildigi bilinen reel sayilar kavramina geri donmdistiir
(6rnegin, 1, 3'ten kiigiiktiir). Daha da dnemlisi, i'yi temsil etmek i¢in R? iizerinde gosterildigi gibi (0, 1)
kullanirsa, bunun karmasik sayilarin siralanamayacag1 anlayisiyla gelisebilecegini anlamistir. Sonug
olarak, 3i'yi (0, 3) olarak ifade edip edemeyeceginden emin olamamistir. Sanal eksen iizerindeki
noktalarin sanal sembollerle temsil edilmesi gerektigini diistinmiis olabilir.

x + Iy binom formunda, birinci bilesenin —%‘ya esit olan reel kisma, ya karsilik geldigini

Karmagik diizlemde daha 6nce gizdigi kokler {izerine diisiinmesi istendiginde, O4 karmasik
sayilarin sirali reel sayi ¢iftleri olarak temsil edilebilecegini hatirlamistir. Bu farkindalik, x + iy binom
formunu Karmasik diizlemde (x,y) olarak temsil etmesini saglamistir. Boylece i'yi (0, 1) olarak ifade
etmesi miimkiin olmustur. Bu ilerlemeye ragmen O4, i ve 3i'nin biiyiikliiklerini karsilastirmakta
zorlanmaya devam etmis, bu da karmasik sayilarin biiyiikliiklerini tam olarak anlamadigin
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gostermistir. O4'{in reel ve karmagik sayilari siralama 6zelligine gore karsilagtirma girisimlerinin, R? ve
Karmagik diizlem agisindan bakildiginda kavramsal olarak gegersiz olmasi 6nemlidir. Sayilarin sirali
bir sekilde diizenlenebildigi reel sayi sisteminin aksine, R? veya Karmagik diizlemde boyle bir siralama
mevcut degildir. Bu smirh anlayis, O4'tin bildigi reel say1 kavramlarini karmasgik sayilarin daha soyut
yapisina uygunsuz bir sekilde uyguluyor olabilecegini diisiindiirmektedir.

i ve b nin Operator Olarak Anlam

Cebirsel ve Geometrik Olarak i’nin Kuvvetleri

flk ve son yazili oturumda katilimcilarin i?’yi cebirsel ve geometrik olarak agiklamalar
istenmistir. Tablo 4'teki verilerden anlagildig) {izere, ilk yazili oturumda bazi 6gretmenlerin cevaplari
i#’yi -1'e esit olarak yazip ifade edebilmelerine ragmen geometrik olarak Karmagik diizlemde nasil
gostereceklerini bilmediklerine isaret etmektedir. Ozellikle i?’nin geometrik anlami i¢in O5 disindaki
katilimcilar “bilmiyorum” demisler ya da yanit vermemislerdir. Buna ek olarak, O1'in soruya cevap
verip vermedigini ya da i'yi hem cebirsel hem de geometrik olarak agiklayip aciklamadig:
anlasilamadig1 icin cevabi yetersiz olarak degerlendirilmistir. Buna karsin, son yazili oturumda tiim
katilimailar i'nin kuvvetlerini, cebirsel olarak i= V-1 oldugunu da belirterek agiklayabilmistir. Ayrica
hepsi i'nin geometrik olarak saat yoniiniin tersine 90 derecelik bir doniisii ifade ettigini diistinmiistiir.

Tablo 4. Ogretmenlerin MG Oncesi ve Sonrasi i? ve i'nin kuvvetlerinin Cebirsel ve Geometrik
Anlamlarma Iliskin Yanitlart

LBl .
1nin
kuvvetlerini MG Oncesi MG Sonras1
ifade etme
Cebirsel T= 0 Hot's uhy we glow it os T Lid 1n Algebcaically i+ is i < T/F - -1
o option o Ceonetrically i+ i3 *ha point (-1,0) on +*e conplex
anlamin P Kok i ae sag, Wty ) A rea Biae
O1:i = 1-i. Bunedeale, a gikdunda 01
2 Lilde gosteriyoruz.
kullamml S e ik b O1: Cebirsel olarak i.i = V=1.V=1 = —1 dir
G ik olarak k diizlemde (-1, 0)
Please algebraically and geometrically explain i*. Justify your answ. yani reel eksen iizerindedir.
i={1
it A 14
6 = -4 ek =R G 1
- 62 03

oa&..g‘ ot ,ﬂ’l- LECE

03: Bilmiyorum.

04 Bog burakmsgtir
. Algebraically, £ = (J=1)' =1
65

. Algebraically, i* = (=15 = -1
o5

‘ O5: Cebirsel olarak, i* = (V=1)° = -1 ‘ 55: Cebirsel olarak i2 = V—T° = —1 dir.
S 01 Bog buakmustr ety 1 e TRY Y A
Operator o5 bralny R sy L o e
anlamlnln . Please algebraically and geometrically explain i, Justify your answ: i T — ‘
(-1, 0) noktasidsr. Yani, reel eksen
tizerindedir.
kullanim1

o2

O2: i dsnme operatérii gibi davransr.

02
‘ 012: Bilmiyorum. ‘ R A
[eX] - —
5 O3: i ile i'yi her garptigimizda, pozitif yénde 90
&‘ I m+ mw ‘ derecelik bir dontg meydana gelir.
i by eyl I
03: Bilmiyorum
04
04 Bog birakmitir. B4: 1%, i saat yonunun tersine 90°
déndursldoginde elde edilir.
ly, =1 Is » mumaber where imaginary partis 0 and real partis
5 -1 On complex plave, the mumber will beat -1 om reaf) axis, Geometricall, £ = -1 is n masmber whers imaginary part e 0 and read part s -1
o5 w1
. " T i _
05: Geometrik olarak i* = —1 sanal kusm 0 ve B5: Geometrik olarak i2 — —1 sanal kesm: 0 ve
reel kusmi -1 olan bir sayidir. Karmagik diizlemde, reel kismi -1 olan bir saydir. Karmasgik duzlemde,
L sayi reel (x) ekseninde -1'de olacaktsr
sayi reel (x) ekseninde -1'de olacaktir
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Karmagik Say1 Yanlhilig

Goriisme sirasinda, O1 haric tiim katilimcilar hem cebirsel hem de geometrik olarak nasil akil
yliriittiiklerine dair gegerli aciklamalar sunmuslardir. O1 karmasik sayilarin carpiminin sadece operator
degil ayn1 zamanda genisleme anlamlarindan da bahsedebilmistir. Ancak i hakkinda cebirsel olarak
akil yiiriitiirken yaptig1 aciklamalar karmasik say1 yanliligina isaret etmektedir. Ornek olarak, O1 ile
karsilagtirmak igin O5'in i hakkinda cebirsel akil yiiriitmesine iliskin verileri de sunuyoruz.

Goriismede i%’yi nasil yorumladiklari soruldugunda, O5 asagidaki agiklamay1 yapmustir:

O5: Ciinkii i, V—T'e esitti. Dolayisiyla i?> dedigimiz say1v—1. V=1 oldu. Bu da bize -1
sayisini verdi. -1 reel bir sayidir. Yani bunu karmagik say1 olarak x + iy bigciminde
yazarsak 0 +, pardon, —1 + 0i olur. Bu yiizden bunu bir say1 olarak, x ekseni iizerinde,
0'dan 1 birim uzaklikta, sol tarafta, negatif tarafta bir nokta olarak gosterebilecegimizi
sOyledim. Yani dogrudan reel eksen iizerinde olacagini sdyledim.

Alintida goriildiigii tizere O5, i2'nin -1'e esit oldugunu dogrulayabilmistir. Karmasgik sayilarm
kartezyen formu olan x + iy'yi —1 + 0i olarak ifade etmesi ve -1'i cebirsel olarak kartezyen formun bir
parcasi olarak diisiinmesi, O5'in sadece reel sayilarin karmagik sayilarin bir parcast oldugunu fark
etmekle kalmayip ayni zamanda bir say1 olarak -1'in orijinden 1 birim uzakliga karsilik geldigini de
bildigini gostermistir. Bu da i'nin bir kuvveti hakkinda nicel muhakeme yapabildigi anlamina gelebilir.
Ancak, O5 V=1. V=1 = —1'i nereden bildigini ya da bu esitligi nasil cikarabildigini aciklamamis ve
goriismeyi yliriiten arastirmaci da nasil akil yiiriittigiinii agiklamasi icin onu daha fazla
sorgulamamistir. O5'in i'nin, karesi -1 olan say1 olduguna iligkin énceki agiklamalar1 béyle bir esitlik
yazabilmesinin nedeni olabilir.

Ote yandan, O1'in i? ile ilgili agiklamalar1 karmasgik say1 yanliligina isaret etmektedir:

O1: i'nin karesini (i2) cebirsel olarak yazalim. Cebirsel olarak i ile i'nin, kok eksi bir ile
kok eksi birin garpimidir (V—1. v=1). Reel sayilardaki kurallarimiz burada da
gecerlidir. Iki say1y1 tek bir kék icinde carpabiliriz. K&k bir (v'1) olur. Yani bir. Nereye
koyacagiz? Sonug bir reel sayidir, yani iki sanal seyi carptik ve cevap reel ¢ikti. O zaman
reel {izerinde gosterecegim (Bkz. Sekil 4)

- -
1 e

IS
=n:TuT—Tv:fC*;>

Sekil 4. O’in i? ile ilgili yazili agiklamasi

Burada bir yerde (Sekil 5’e atifta bulunuyor), bu seyleri esit yapmaya calistyorum. i kare
(%) (1, 0)'da olacak degil mi? Evet, Gyle olacak. Clinkii i kare (i?) pozitiftir. Yani, bence
altina i kare (i?) yazamayiz ((1, 0) noktasini nasil etiketleyecegimizden bahsediyor)
¢linkii bu i kare (i%)'dir. By, (1, 0). Bir dakika, i'nin karesi eksi bir olur, degil mi? Beynim
yaniyor simdi. Bir dakika. i'yi i ile carptim, yani i'nin karesi. i'nin karesi eksi bir olmali.
Pardon boyle olmayacak. Bu eksi bir olacak.

Sekil 5. O1’in i'yi Karmasik diizlemde yerlestirmesi

Verilerin gosterdigi gibi, O1 reel sayilarda kullanilan kurallarla akil yiiriiterek, reel sayilarda
Vab =+ab esitliginin karmasik sayilar i¢in de gegerli oldugunu diisiinmdistiir. Bu da 6gretmenin
karmasik say1 yanliligina sahip oldugunu diisiindiirmektedir. Ciinkii a ve b'nin her ikisi de pozitif veya
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en az biri negatif veya sifir ise va. Vb = Vab esitligi saglanir. Ancak, a ve b'nin her ikisi de negatifse
Va.vb # +ab olur. Ote yandan O1, i'yi karesi -1 olan say1 olarak diisiindiigiinde kendini diizeltmistir.
Arastirmacinin O1’in nasil diisiindiiglinii sormasi ile tartisma daha ilging bir hal almistir. O1 reel
sayilardan bir 6rnek vererek, V2 ile \/E’yi carparak kendini diizeltmis ve V=1.4/—1 in 1'e esit olacagimi
soylerken yanuldig1 sonucuna varmugtir. Hatta i hakkinda yorum yaparak ve Karmagsik diizlemde (0, -1)'e
esit olacagini belirtmistir. Asagidaki soru ile konugma devam etmistir:

A: Tamam. Burada fikrini neden degistirdigini tekrar sdyler misin?

O1: Burada fikrimi sundan dolay1 degistirdim: Bu reel bir sey degil (V—1'e atifta
bulunarak). i negatif bir say1 degil. i kok eksi bir gibi bir sey (Bkz. Sekil 6). Bu yiizden
fikrimi degistirdim. Ciinkii i -1 say1s1 olsaydi, karesi zaten 1 olarak ¢ikacakti. Orada bir
problem yok. Ama bu zaten kok -1 olarak tanimlaniyor, normalde boyle bir sey yok.
Ama kokiin iginde iki tane ifade var. Ikisi de ayni. Sanki kokler birbirini iptal etmis gibi.
Yani bir kareye dontismiis gibi. Bu yiizden fikrimi degistirdim. Ciinkii bunu yaparsam
—x

-1'in karesini aliyormusum gibi olacak. O zaman sanki boyle K&

——

tanimlamisim gibi olacak. Ama Gyle degil.

-

ATl b s
1 = =
_—-_T::“ )

=

Sekil 6. O1in i?ile ilgili cebirsel agiklamasi

Reel sayilardan bir 6rnek veren O1, negatif olmayan herhangi bir reel say1 icin Va.va = a
oldugunu diistinmiis ve ./(—1)+/(—1) sonucunun —1 oldugunu aciklamistir. Ancak, bu noktada
aciklamalar1 hala negatif olmayan reel sayilarda gegerli olan kurallarla ilgilidir. Yani, agiklamalari
matematiksel olarak gecerli degildir ve gecerli bir kanit sunmamuistir. Ozetle, O1'in agiklamalari, kok
isareti ile ilgili hem reel hem de karmasik sayilarda ayni 6zelliklerin gegerli oldugunu diisiindiigiine
isaret etmektedir.

ib’ nin Farkli Anlamlar:

Daha once de belirtildigi gibi, MG sonrasi tiim katiimecilar i'nin i ile ¢arpilmasmin saat
yoniiniin tersine 90 derecelik bir doniise isaret ettigini belirtmistir. Bu boliimde, bir katilimcinin sadece
dondiirme operatorii hakkinda degil ayn1 zamanda karmasik sayilarda c¢arpmanin genisletme
operatorii anlamlari hakkinda nasil akil yiiriittiigiinii gostermek igin, Ol'in verileri 6rnek olarak
sunulmaktadir. Asagidaki verilerin de gosterdigi gibi, O1, karmasik sayilarin kartezyen formunda x +

iy, x'in ;—Z ‘ya ve y'nin % ya karsilik geldigini bilmektedir. Buna ek olarak, O4 ile O1'in ib hakkinda

akil yiirtitmelerini karsilastirmak icin O4'tin carpma isleminin tekrarl toplama anlayisini diisiiniiyor ve
aktariyor gibi goriindiigii veriler de sunulmaktadir.

Ol ile tartisma v/ —1.% nin anlami tizerine su sekilde devam etmistir:
A: Bu i kere V2

2a
O1: Nerede mi olacak?

A: Neye karsilik geliyor, evet, o say1 nerede olacak?
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O1: Burada (sanal eksen iizerinde bir noktay1 gosteriyor). Sanal eksen iizerinde.
Katsaymin degerine bagli. Ornegin, % 3 ise, 3i’yi isaret edecegim. Ya da —3i 'yi isaret
edecegim gibi. Bu reel bir say1 degil (i'yi kastediyor), ancak reel bir katsayisi var. Buna
gore biiylidiiglinii ya da kiictildigiinii soyleyebilirim. Biiyiiyor ya da kiigtiliiyor demek
¢ok dogru olmayabilir, dedigim gibi i'nin tanimindan dolay1 i, 3i'den biiyiik mii gibi
olmayabilir ama uzakligini sifira olan uzaklik olarak varsayabiliriz ve yerlestirebiliriz
(reel say1 garp1 i'den bahsediyor). Bu pozitif oldugu i¢in yerlestirebiliriz.

A: Tamam. Bana diyorsun ki... i ile carptigimda ib'yi buraya (sanal ekseni gostererek)

Cq G 1. V=4, . e

yerlestirebilecegimi soyliiyorsun. Ben de sana ——'nin i ile arpimuni agiklayabilir misin

diye soruyorum.

O1 bu noktada diisiinmeye devam ederek, bir reel say1y1 i ile carpmanin geometrik anlamin

ifade etmekte zorlandig1 izlenimini vermistir. Hatta \/Z;ZA ifadesini i ile carptiginda — %’nm sifir oldugunu

diistinmiis ve % i’nin sanal eksende oldugunu bilmistir. Arastirmac iki kez daha kendisinden reel bir

say1y1 i ile carpmanin ne anlama geldigini agiklamasini istedikten sonra 01 asagidaki yanit1 vermistir:

O1: Tamam, mesela \%A bu dogrunun {izerindeydi (reel say:1 eksenini kastediyor).
Cilinkii reeldi. Onu i ile ¢arptigim zaman doniiyorsa ne diyeyim? Bu tarafa gitti. Sanal
eksene gecti. Dondii, dondii. Buradan (yani reel say1 ekseninden) buraya (yani sanal
eksene) dondii. Doksan derece dondi, evet.

Veriler, Ol'in baglangicta v—1 ZEaA ifadesini, i'nin bir bir reel say1 ile carpilmasi olarak
yorumladigimi ve burada i'yi dondiirme operatorii olarak gormek yerine, skaler ile g¢arpima
odaklandigini ortaya koymustur. Bu yorumuna, ifadenin sentaktik yapist yol a¢gmis olabilir; ¢linkii
sembolik olarak carpma sirasi, reel saymin i {izerine etki ettigi izlenimini yaratmaktadir. O1, V=1 'i

carpilan ve zEaA 'y1 garpan olarak gorerek, reel saymun i'yi sanal eksen boyunca uzattigini veya
kisalttigini diistinmiis olabilir. Bu anlayisin olusmasimi birkag faktor etkilemis olabilir. Birincisi,
goriisme sirasinda O1 karmasik sayillarin Kartezyen formunu siirekli olarak vektorlerle
iliskilendirmistir. Ozellikle i'yi agikga (0,1)'e kargilik gelen bir birim vektor olarak tanimlamig ve % 'y
orijine olan uzaklik olarak anlamlandirmistir. Bu vektor temelli yorumlama, O1’in i'nin katlarini sanal

eksen iizerinde noktalar seklinde konumlandirmasina olanak saglamistir. Tkincisi, % 'y1 sifir olarak
ifade etmis ve % 'y1 reel bir say1 olarak tanimlamistir. Bu durum, O1'in bu akil yuriitmesini ikinci

dereceden denklemlerin karmasik koklerinin geometrik yorumuyla iligkilendirdigini, 2£aA 'y1 ise i'yi

genisleten bir skaler olarak algilamasini giiclendirmistir. Ote yandan veriler O1’in, i’yi déndiirme
operatorii olarak diisiinmekte zorlandigini gostermektedir. Ancak arastirmacinin bu ayrima dikkatini
agikca ve tekrar tekrar yoneltmesi sonucunda 01, inin carpan olarak geometrik anlamin kabul etmistir.
Bu yo6nlendirme sonrasi, reel bir saymin i ile ¢arpilmasinin sayiy1 90 derece dondiirerek sanal eksen
tizerine konumlandirdigini ifade etmistir. Bu kavramsal farkindalik, Ol'in reel sayilarin i ile ¢arpimini
hem bir genisletme hem de bir dondiirme islemi olarak diisiinebildigini, ancak ikinci perspektifi ifade
etmek icin disaridan yonlendirmeye ihtiyag duydugunu ortaya koymaktadir. Daha da énemlisi, O1'in
3i'deki 3 sifira olan uzaklik ve %i 'daki % ifadesini ise reel say1 dogrusu iizerindeki bir uzaklik
olarak diisiinmesi, onun karmasik sayilarin kartezyen big¢imi x + iy'nin iy bilesenine iliskin nicel
muhakeme yapabildigini gostermektedir. Bu sekilde diisiinmesi, karmasik diizlemde i'yi (0, 1) ve y'yi
(0, y) noktalarinda konumlandirabilmesini miimkiin kilmistir. Bu da Ol’in, bir reel say1 ile i'nin
carpimini hem bir dondiirme hem de bir genisletme islemi olarak anlayip agiklayabilmesine olanak
tanimagtir.
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Ote yandan, O4 kutupsal form hakkinda diisiiniirken %i hakkinda asagidaki gibi akil

yurutmustir:

O4: Tamam, buna 1 diyecegim (bkz. Sekil 7). |z|cos6 kadar 1 vektoriinii ekliyorum ve
x bilesenini buradan yapiyorum, binom formunda ifade ettigimde |z|cosf oluyor.
Sonra bunu buraya uygulayabiliyorum, mesela i, yi kadar (ekleyerek). Oradaki
birimleri birlestirdigimde, |z|sin@ orada, bu sefer yi elde ediyorum. O y'yi |z|cos8 kadar
hareket ettirip sonuna ekledigimde, 6rnegin bu noktaya vartyorum (karmasik saymin
yerini gOsteriyor) ve orada da |z|sinf olarak gosterebiliyorum (sekil 7'deki noktali
cizgileri gosteriyor).

Sekil 7. O4’iin %i nin tekrarl toplamasini i|z|sinf’ye atifta bulunarak ifade etmesi

Veriler bazi $nemli sonuglara isaret etmektedir: Ik olarak, O1'in akil yiiriitmesine benzer sekilde,
O4'lin i'yi sanal eksende 1 birim olarak gormesi, karmasik sayilarin Kartezyen formu olan x + iy'nin iy
bilesenini nicelik olarak diisiindiigii anlamina gelebilir. O4 6zellikle, y'nin |z|sinf ya esit oldugu

durumda, %i 'nin sanal eksen iizerinde bir mesafe olarak diisiiniiyor gibi goriinmektedir. Daha da

onemlisi, O1'in akil yiiriitmesiyle karsilagtirildiginda, O4'{in 2£aAi ile ilgili yorumu, O4'iin x bilesenini
olusturmak icin reel eksende (1,0) vektoriinii tekrar tekrar eklerken, x + iy'nin y bilesenini olusturmak
i¢in sanal eksende (0, 1) vektoriinii tekrar tekrar ekledigini gostermistir. Kisacasy, veriler bir reel saymin
i ile carpilmasiyla ilgili olarak O1'in genisletme operatorili anlamina dair muhakeme yaptigin, O4'in
muhakemesinin ise tekrarli toplama ile garpmay1 igerdigini gostermektedir. Veriler ayrica O4'iin x
bilesenini (1, 0) ve y bilesenini (0, 1) birim vektorlerinin tekrarli toplamasindan olusan vektorler olarak
anlamlandirmasimin x + iy'yi vektor toplami olarak diisiinmesini sagladigina da isaret etmektedir.

Tartisma ve Oneriler

Calismanin bulgulari, karmagik sayilarin gesitli formlar1 arasindaki baglantilara odaklanan bir
MG'yi tamamladiktan sonra, 6gretmenlerin i yi hem cebirsel hem de geometrik olarak yorumlayabilir hale
geldiklerini ortaya koymustur. Spesifik olarak, sonuglar, MG'den 6nce higbir §gretmenin i'yi x? + 1 = 0
denkleminin koklerinden biri olarak ifade edemedigini, MG'nin tamamlanmasmin ardindan tiim
katilimalarin i'yi yalnizca esas kok olarak tamimakla kalmayip ayni zamanda onu bir vektdr ve
Karmasgik diizlemde bir nokta olarak kavramsallagtirabildigini gostermistir. Ayrica, tiim 6gretmenler
i'yi bir dondiirme operatorii olarak tanimlayabilmistir. Buna ek olarak, bir katilimei ib'yi hem i'nin b
tizerinde 90 derecelik bir donme gerceklestirmesi hem de b'nin i {izerinde bir genisletme operatorii
olarak hareket etmesi olmak tizere iki farkli sekilde yorumlayarak daha ileri bir anlayis sergilemistir.
Diger yandan, bir bagka katilimc ib'yi birim vektoriin (0, 1) tekrarli toplanmasiyla agiklayabilmistir.
Sonuglar ayrica bir gretmenin vV—1v—1 'nin cebirsel anlam1 konusunda yanilgili diisiindiigiine isaret
etmektedir. Buna ek olarak, daha 6nceki arastirmalardan farkli olarak, veriler 6gretmenlerin karmasik
sayilar1 ikinci dereceden denklemlerin koklerinin niceligi olarak diisiiniirken yasadiklari zorluklarm
ustesinden kendi baslarina nasil gelebildiklerini ya da gelemediklerini gostermistir. Bu ¢alisma sadece
bes Ogretmen ile yiiriitiilmiis olsa da, sonuglar 6gretmenlerin i ve ib’ nin farkli anlamlarini nasil
kavramsallastirdiklarina dair bazi 6nemli i¢goriilere isaret etmektedir. Asagida, calismanin sonuglari
tartisilirken, ayni zamanda i ‘nin cebirsel ve geometrik anlamlari {izerine daha fazla arastirma yapilmasi
ve bunlarin 6gretilmesi icin ¢ikarimlara da isaret edilmektedir.
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i'yi Karmasik Diizlemde Bir Nokta Olarak Tanimlama ve Gésterme

Sonuglar 02, O4 ve O5'in i yi x? + 1 = 0 ikinci dereceden denkleminin kklerinden biri olarak
tanimladigini gostermistir. Orneklendirildigi gibi, O4 cebirsel olarak da +i yi iki kok olarak isaret
etmistir. Buna ek olarak, Sekil 7'de goriildiigii iizere, bulgular, O1’in karmagik diizlemde x? +1 = 0
denkleminin koklerinden biri olarak i'nin farkindaligina sahip oldugunu 0zellikle gostermistir. Bu
sonuglar, arastirmacilarin i'nin &grenciler ve 6gretmenler tarafindan -1'in karekoklerinden biri olarak
kavramsallagtirilmas: gerektigini vurguladigi onceki arastirmalari onemli Ol¢iide genisletmektedir
(Kontorovich, 2018b; Nachlieli ve Elbaum-Cohen, 2021) ¢iinkii hem &gretmenlerin hem de 6grencilerin,
karekok isaretinin farkli sayi kiimelerindeki yorumlarmin farkinda olmalar gerekmektedir
(Kontorovich, 2018b). Bununla birlikte, sonuglar ayni zamanda katilimcilarin hepsinin vV—1= i olarak
ifade ettiklerini gostermistir. Formal matematikte i, x? + 1 = 0 denkleminin esas kokii olarak kabul
edildigi i¢in, 6gretmenlerin bu kavramsallastirmalari1 gegerli kabul edilebilir (6rnegin, Kontorovich,
2018b; Usiskin vd., 2003).

Veriler ozellikle, 6gretmenlerin cebirsel iglemlerin Otesine gegerek x? +1 = 0 denkleminin
koklerini karmasik sayilarin, reel katsayili herhangi bir ikinci dereceden denklemin koklerinin
nicellestirilmesi anlayislariyla iliskilendirebildiklerine isaret etmektedir. Yani, 6zellikle O4'tin Tablo 3
ve Sekil 2 ve Sekild 7'deki verilerinde ve Ol'in agiklamalarinda gosterildigi gibi, i ve ib dikkate

alindiginda, her iki katilimc da —%’m sifira esit olacagini belirttikleri ( — 2%,%) sayisal degerlerine
geri donmiislerdir. Bu durum, ikinci dereceden kok formiiliinii nicelik olarak kavrayabildiklerini

(Stevens, 2019) ve % ‘1 0'dan dikey uzaklik gibi diigtindiiklerini gostermistir. Bu durum ayrica

(— % , %) 'yi hem (( — 2%,O) ve ((0, %))'m birlesimi olarak hem de i’yi (0,1) noktasal gdsterimine sahip
bir vektor olarak diisiinebildiklerini gostermistir. Bu da i’yi iki niceligin birlesimi olan ¢arpimsal bir
nesne (Thompson vd., 2014) olarak algiladiklarim gostermektedir. Bu durum &zellikle O4'iin i'yi
Karmagik diizlemde konumlandirirken yasadig: zorlugun iistesinden gelmesinde agikca goriilmiigtiir.
Aslinda bu, katilimcrmnun (0,1) ve (0,3) gibi noktalarin ikinci dereceden bir denklemin koklerinden birine atifta
bulundugunu diisiindiigiinde, i'yi (0,1) olarak gostermek icin siral reel say1 giftlerini kullanabilecegini
hatirladigini da gostermektedir. Yine de, x2 + 1 = 0 “in bir kokiinii bulmak igin (0, vV—1 )'nin kullanilmasi
ogrenenler acisindan dogal bir egilim olabilir. Bunu goz oniinde bulundurarak, bu ¢alismada, ikinci
dereceden denklemleri 6gretirken, koklerin hem cebirsel hem de geometrik anlamlarinin eszamanh
olarak kullanilmasi 6nerilmektedir. Ozellikle, hem 6gretmenlere hem de 6gretmen egitimcilerine,
ogrencilerine koklerin R? 'de yatay eksende sirali ikililer olarak noktasal temsilini diigiinmeleri igin
firsatlar sunmalar1 6nerilmektedir.

Bu bulgular, R? 'nin nicel bir yap1 olarak diistiniilmesinin, Karmasik diizlem ile R? arasindaki
izomorfizmanin daha net bir sekilde anlasilmasini destekleyebilecegini gostermektedir. Bu durum,
ozellikle O4'iin yasadig1 zorluk goz oniine alindiginda onem kazanmaktadir; zira bu zorluk, R?’deki
her bir sirali say1 ¢iftinin bir ve yalmz bir karmasik bir sayrya karsilik geldigini yani bu iki yap1
arasindaki bire bir esleme iliskisi oldugunu (Kontorovich vd., 2021) fark etmemis olabilecegini
gostermektedir. Bu nedenle, 6gretmen ve 6grencilerin R*'yi 6ncelikle nicel olarak kavramsallagtirmalar:
(Karagoz Akar, Zembat vd., 2022), noktalar1 sadece statik konumlar olarak degil, ¢carpimsal nesneler
olarak ele almalari igin firsatlar yaratilmasini savunmaktayiz (Saldanha ve Thompson, 1998; Stevens ve
Moore, 2017; Thompson vd., 2017). Bu yaklasim, 6grenenlerin Kartezyen diizlem ile Karmasik diizlem
arasindaki yapisal esdegerligi algilama becerilerini gelistirebilir.

Sonuglar ayrica O1'in reel sayilarda va.vb = Va.b kuralimin karmasik sayilar igin de gegerli
oldugunu diistindiigiinii gostermistir ki, bu da bir karmasik say1 yanliligina isaret etmektedir (Karagoz
Akar vd. 2023b; Kontorovich, 2018a). Buna ek olarak, 05, V=1V—1 ’in -1'e esit oldugunu
dogrulayabilmesine ragmen, bu konuda gecerli bir agiklama yapip yapamayacagi konusunda bir
sonuca varmak igin yeterli veri bulunmamaktadir. Ote yandan, O1, vV—1v—1 konusundaki zorlugunu
gidermek icin bir agiklama yapabilmis olsa da, agiklamasi karmasik say1 yanlhiligini daha da agiga
¢ikarmustir. Bu nedenle, Nachlieli ve Elbaum-Cohen'in (2021) 6nerisine uygun olarak ve kok isaretinin
¢ok anlamliligina vurgu yaparak (Kontorovich, 2018a), 0gretmenlere ve Ogretmen egitimcilerine,
karmasik sayilarin farkli formlarini 6gretirken ve arastirirken, i’ nin -1'in karekoklerinden biri olan esas
kok olarak dikkate alinmasinin 6nemi hakkinda bir tartisma yapilmasin 6neriyoruz.
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Dondiirme ve Genisletme Operatorleri Olarak i ve b'nin Anlami

i ile carpma islemine iliskin bulgular, onceki arastirmalarla (Nemirovsky vd., 2012; Soto-
Johnson ve Troup, 2014) tutarlilik gostermekte ve onlar1 genisletmektedir. Tim 6gretmenler i'yi 90
derecelik bir dondiirme operatorii olarak yorumlayabilmis ve bu da 6gretmenlerin Karmagik diizlemde
i'nin kuvvetlerini gorsellestirebilmelerini saglamustir. Dikkat geken bir bulgu, bir gretmenin (O1) ib'nin
hem dondiirme hem de genisletme anlamlarinin farkina vararak daha gelismis bir kavramsallagtirma
sergilemesidir. Bu 6gretmen &zellikle, i'yi carpan ve b'yi ¢arpilan olarak gorebilmenin yani sira, bunun
tersini de yapabilmistir. Ote yandan, O4'iin akil yiiriitmesi, ib'yi yorumlarken carpmanin tekrarl
toplama anlamini kullandigini gdstermistir. Ol'in ib'yi ikili olarak yorumlamasi, karmasik sayilarm
geometrik ve cebirsel anlamlar1 arasindaki baglantiy1 daha derinlemesine anladigini gosterirken,
tekrarlanan toplama islemi daha fazla arastirilmas: gereken sinirli bir anlamaya isaret etmektedir.

Onceki galigmalar, sinif zemini gibi fiziksel ortamlarmn, dgretmen adaylariin bir karmasik
say1y1iile carpma islemini daha iyi anlamalarina yardimar olarak onlarm i'yi 90 derecelik bir dondiirme
operatorii olarak yorumlamalarmi sagladigini gostermistir (Nemirovsky vd., 2012). Ancak, Soto-
Johnson ve Troup (2014), iki matematik lisans Ogrencisinin, karmasik saymilarin ¢arpimimnin hem
donme hem de genisleme icerdigini fark etmelerine ragmen kavrayislarinin eksik kaldigini ortaya
koymustur. Bu &6grenciler, carpmanin geometrik anlamini sozel olarak agiklayabilmelerine karsin,
geometrik yorumu cebirsel temsillerle iliskilendiren diyagramlar1 olusturmakta giicliik gekmiglerdir.
Benzer sekilde, bu calismada O1 carpan olarak i'nin herhangi bir b reel sayis1 iizerinde saat yoniiniin
tersine 90 derece dondjiirerek islem yapabilecegi bilgisini hatirlamakta giiclitk cekmistir. Tekin (2019)
calismasinda bir 6gretmen adaymin karmasik sayilarin ¢arpimina iliskin anlam gelistirmesini hem
dondiirme hem de genisletmeye ayr1 ayri ve birlikte odaklanmistir. Ancak onun c¢alismasindaki
katilimci, hali hazirda i'nin bir reel sayi ile ¢arpimini hem déndiirme hem de genisletme operatdrii
olarak yorumlayabiliyordu. Ogrencilerin hem c¢arpan hem de ¢arpilan anlamlar1 dogrultusunda i'yi reel
bir say1yla carpma anlayisini nasil gelistirdiklerini incelemek i¢in daha fazla arastirmaya ihtiyag vardir.
Ogretim deneyleri gibi klinik tasarim-tabanli arastirma calismalari, bu ikili anlamin nasil ortaya
ciktigina dair daha derin i¢goriiler saglayabilir.

Carpma isleminde dondiirme ve genisletmenin operatdr anlamlarmmi dikkate almak g¢ok
onemlidir, clinkii yapilan arastirmalar iki akil yiiriitme modeli tanimlamaktadir: tekrarh toplama ve
carpimsal akil yiiriitme. Tekrarh toplama modeli sinirh ve ilkel olarak goriiliirken (Fischbein vd., 1985),
carpimsal akil yiiriitme ¢carpmay1 “kat olarak” anlamayz icerir (Thompson ve Saldanha, 2003). Bu ileri
diizey akil ytiriitme, carpimi hem carpan hem de carpilan ile iliskili olarak tanimay1 gerektirir (Karagoz
Akar, Watanabe vd., 2022). Buna ek olarak, 6nceki calismalar 6gretmen adaylarinin ¢arpma islemini
carpimsal olarak kavramakta siklikla zorlandiklarini gostermektedir (6rn., Karyagdi, 2022). Bu
calismadan elde edilen bulgular, dzellikle de O1'in i'yi hem garpan hem de garpilan anlamlariyla
yorumlama becerisi ve O4'{in tekrarli toplama anlayisi, carpma islemiyle ilgili aragtirmalarin karmastk
sayilar alanina genisletilmesi gerektigini gostermektedir. Ogrencilerin i'nin reel sayilarla carpimini nasil
kavramsallastirdiklariin arastirilmasi, yeni muhakeme modellerini ortaya c¢ikarabilir ve bu tiir bir
anlayisin nasil gelistigini agikliga kavusturabilir. Ogretmenlerin aciklamalari, i ile carpma isleminin ikili
yorumunun, ikinci dereceden koklerin nicelik olarak anlasilmasi, vektorlerle iligkileri ve Karmasik
diizlemin nicelik olarak kavramsallastirilmasi ile baglantili olabilecegini gosterdiginden, bu yonde
yapilacak arastirmalar 6zellikle 6nemlidir.

Yukaridaki tartismayla baglantili olarak, sonuglar ayni zamanda en az iki 6gretmenin (O1 ve
O4), ib'yi tek bir nicel varlik (nicelik) olarak algiladigina isaret etmektedir. Bu durum, O1'in hem ikinci
dereceden koklere iliskin cebirsel forma isaret ederek ib'yi karmasik diizlemde noktalar olarak
gostermesinde hem de carpma islemini kullanarak /b hakkinda akil yiiriitmesinde gozlemlenmistir.
Benzer sekilde, O4’iin ib'yi birim vektdr i'nin tekrarli toplami olarak diisiinmesi de aym durumun
gostergedir. Dolayisiyla, ib'nin tek bir nicelik olarak kavranmasinin cebirsel bir bakis agisindan da énem
tagidig1 goriilmektedir. Cebirsel yapi anlayisy, cebirsel bir ifadeyi tek bir varlik (nicelik) olarak gérmeyi
ve bir niceligi alt yapilari cinsinden (Hoch ve Dreyfus, 2004) ve “bir kiimenin elemanlarini iizerinde
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islem yapilan nesneler olarak gérmeyi” icerir (Novotna vd., 2006, s. 249). Dolayisiyla, bir 6gretmenin
ib'yi tek bir nicelik olarak algilamasi, nicel muhakemenin, ortadgretim Ogretmenlerinin cebirsel
yapilarin anlamlarini (Thompson, 2016) kavramalarina yardimci olabilecegini diisiindiirmektedir
(Smith III ve Thompson, 2007; Thompson 2011). Bu nedenle, 6gretmenlerin cebirsel bilgilerinin birgok
alaninin yeterince galisilmadig1 ve tanimlanmadig yerlerde (Warren vd., 2016), nicel muhakeme bakis
acgisini kullanarak aragtirma yapilmasii oOneriyoruz. Matematiksel fikirlerin (Ball vd., 2008) ve
miifredattaki matematiksel yapilarin birbiriyle nasil baglantili olduguna dair 6gretmenlerin tutarli bir
resme sahip olmalari elzem oldugundan (Warren vd., 2016), bu 6nerimiz ayrica énemlidir.

Son bir not olarak, bu calisma yalnizca bes 6gretmenin i ve ib'nin farkli anlamlarma iliskin
kavramsallastirmalarina odaklandigindan, yukarida bahsedilen tartismaya dayanarak, 6grencilerin,
matematik Ogretmen adaylarmin ve Ogretmenlerinin i ve ib'nin farkli anlamlarina iliskin
kavramsallagtirmalar: iizerine daha fazla katiima ile ¢alisilmasini ve varsayimsal 6grenme rotalar:
gelistirerek tasarim-tabanli arastirmalar yapilmasin oneriyoruz.
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