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Oz

Bu calismanin amacy, tistiin yetenekli 6grencilerin bir matematiksel
ifadeye dair hem dogrulayan hem de celisen Orneklerle
karsilastiklarinda matematiksel akil yiiriitme bigimlerini ele
almaktir. Bu amagcla c¢alisma, 6grencilerin dogrulayan ve celisen
Ornekler olusturabilecekleri matematiksel ifadeler ile karsilagtiktan
sonra gelistirdikleri Ornek, genelleme ve argiiman tiirlerini
aragtirmay1 hedeflemektedir. Bilim ve Sanat Merkezi'nde egitim
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goren sekiz Ogrenci, yari yapilandirilmis bireysel goriismelere
katilmak {izere goniillii olmustur. Calismanin bulgulari, 6nerilen
ornek tiirlerinin ve Onerilme amaglarinin 6grenciler arasinda
farklilik gosterdigini ortaya koymustur. Ogrenci akil yiiriitmesini
arastiran galismalar, dgrencilerin kanit semalarmin 6grencilerin
matematiksel bir genellemenin gegerliligi i¢in yeterli kabul ettigi
ornek uzaya dair mevcut goriislerini yansittigini1 onermektedir. Bu
tarafindan matematiksel ifadelerin
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Matematiksel argiimanlar olusturma ve bagkalarinin gerekgelerini elestirme, ana okuldan lise
son sinifa kadar matematik 0gretimi ve Ogrenimi i¢in temel bir bilesen olarak vurgulanmaktadir
(Matematik icin Ortak Cekirdek Eyalet Standartlar1 (Common Core State Standards for Mathematics)
[CCSSM], 2010; Ulusal Matematik Ogretmenleri Konseyi (National Council of Teachers of Mathematics)
[NCTM], 2000). Matematik egitimcileri ve arastirmacilar, kiigiik yaslardaki ogrencilerin bu tiir
faaliyetlere basarih bir sekilde katilabilecegini karutlayarak, akil yiiriitme ve ispati tiim smuf
seviyelerinde matematik derslerinin temel bir parcasi olarak kabul etme vizyonunu desteklemislerdir
(Komatsu, 2010; Stylianides ve Ball, 2008). Akil yiiriitme ve ispat1 6grencilerin giinlitk matematiksel
uygulamalarinin merkezine yerlestirme cagrilar1 (CCSSM, 2010; NCTM, 2000), matematiksel akil
yliriitme ve ispata odaklanan calismalarin sayisindaki artisin nedenleri arasinda sayilabilir. Bu
calismalarin ¢ogu, dgrencilerin gegerli argiimanlar olusturma veya arastirmacilar tarafindan {iretilen
arglimanlar1 degerlendirme siireclerine odaklanma egilimindeyken, 6grencilerin gecersiz matematiksel
ifadeleri ¢iiriitme siireglerindeki akil yiiriitmeyi incelemeye odaklanan ¢alismalarin sayisinin daha az
oldugu goriilmektedir (Yopp, 2015; Yopp, Ely, Adams, Nielsen ve Corwine, 2020; Zeybek Simsek, 2021).
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Gegersiz bir matematiksel iddiay1 cliriitme siireci olduk¢a zorlu bir gorevdir (Giannakoulias,
Mastorides, Potari ve Zachariades, 2010; Zeybek Simsek, 2021) ve bu siire¢, argiimantasyon bilgisi,
matematiksel dili ustalikla kullanma becerisi ve kavramsal Ogrenme gibi bir¢ok faktdrden
etkilenmektedir (Yopp, 2015; Yopp vd., 2020).

Aragtirmalar, 6grencilerin ve 6gretmenlerin gecgersiz genellemeler karsisinda gesitli davraniglar
sergiledigini gostermektedir (Balacheff, 1991; Giannakoulias vd., 2010; Yopp, 2015; Zeybek Simsek,
2021). Ornegin, Balacheff (1991) bir 6grencinin karsit 6rnekle karsilastiginda, eylemlerinin orijinal
varsayimin kosulunu (veya tanimini) degistirmekten, karsit 6rnegi yetersiz bulup goz ardi etmeye
kadar degisebilecegini gostermistir. Benzer sekilde Yopp (2015) c¢alismasinda, bir karsit 6rnek
belirlendikten sonra 6gretmen adaylar: tarafindan dikkatsizce gelistirilen iddialar1 belgelemistir. Tiim
bu bulgularin, biligsel catisma ve 6grencilerin karsit 6rnek sonrasinda olusan bilissel catismay1 nasil ele
aldiklariyla ilgili oldugu diisiiniilmektedir. Bir¢cok arastirmaci 6grenmenin, 6grencilerin daha 6nce
olusturulmus zihinsel yapiyla celisen yeni bilgilerle karsilastiklarinda bilissel ¢atisma yoluyla
gerceklestigini belirtmektedir (Gal, 2019; Piaget, 1975; Zaskis ve Chernoff, 2008). Bu ¢alismada da benzer
olarak, 6grenmenin bilissel ¢catisma yoluyla mevcut zihinsel yapinin degistirilmesi veya yeni bir zihinsel
yapinn gelistirilmesiyle olustugu kabul edilmektedir. Bu nedenle karsit bir 6rnek bulmanin yarattig
biligsel ¢catisma, 6grenenlerin entelektiiel merakin ve akil yiiriitme becerilerini beslemek i¢in 6nemli bir
mekanizma gorevi istlenmektedir. Stylianides ve Stylianides (2022), 6grencilerin akil ytiiriitme ve ispat
becerilerini gelistirmek i¢in bilissel catismay: tesvik eden sinif igi etkinlikleri kullanmay1 6nemli bir
adim olarak tesvik etmektedir. Ancak Gal (2019), tiim 6grencilerin biligsel ¢atismayla basa ¢ikmaya
hazir olmadigimi ve muhakeme yetenegiyle ilgili zorluklarin bu tiir catismalarla basa ¢ikmay:
engelleyici bir faktor olabilecegini savunmaktadir.

Bazi arastirmacilar, yanlis matematiksel ifadelerin daha fazla irdelenmesini, 6grencilerin akil
yliriitme stiireglerini arastirmak i¢in bir firsat olarak goriirken, bazi arastirmacilar ise bu hususta farkh
perspektiflere sahiptir. Ornegin Komatsu (2010), besinci siif 6grencilerinin bir karsit 6rnek
bulduklarinda yasadiklar biligsel catismayla basa ¢ikabildiklerini ve karsit 6rnekleri kullanarak gergek
matematiksel siirecleri deneyimleyebildiklerini belgelemistir. Yopp (2015) ise “bir karsit ornegin
varligmin Otesine gecme girisimlerinin, karsit orneklerin simiflar1 hakkinda veya orijinal iddiay:
dogrulayan durumlar hakkinda iddialarda bulunma gibi, karsit 6rnegin yeterli olacag1 durumlarda
sorunlu tepkilere yol agabilir” (s. 79) diye belirterek, bu tiir etkinliklerin sinirhiliklarin dile getirmistir.
Karsit bir 6rnek olusturmanin 6tesine gitme girisimleri sorunlu tepkilere yol agsa da bu tiir girisimlerin,
ogrencilerin matematiksel akil yiiriitme siireclerini gelistirmek i¢in énemli oldugu diistiniilmektedir.

Bu calismada hem dogrulayan hem de celisen Orneklerin Onerilebilecegi matematiksel
ifadelerin bilissel ¢atismaya neden olabilecegi ve bir karsit ornek olusturmanin Otesine geg¢me
girisimlerinin baglatilmasma yol acarak, Ogrencilerin entelektiiel meraklarini destekleyebilecegi
ongoriilmektedir. Matematiksel olarak iistiin yetenekli 6grencilerin Oriintiileri, iligkileri yakalama
arzusu ve genelleme yetenekleri agisindan akranlarindan ayristigini gosteren genis bir literatiir
bulundugu g6z oniine alindiginda (Leikin, 2021; Sriraman, 2004), iistiin yetenekli 6grencilerin hem
dogrulayan hem de celisen oOrnekler belirlendiginde zengin davranislar sergileyebilecegi
diistiniilmiistiir. Diger bir deyisle, matematiksel olarak tistiin yetenekli Ogrencilerin, bu tiir
matematiksel ifadeler igin yalmzca bir karsit 6rnek énermekle kalmayip, genellemeler ve argiimanlar
insa etme cabalarinda bulunacagr ongoriilmiistiir. Bu nedenle, bu ¢alismada asagidaki arastirma
sorularina cevap aranmustir:

1. Matematiksel olarak iistiin yetenekli ogrenciler hem dogrulayan hem de celisen 6rneklerin
bulunabilecegi matematiksel ifadelerle karsilastiklarinda ne tiir akil yiiriitmelerde bulunurlar?

a. Hangi tiir 6rnekler olustururlar?
b. Hangi tiir genellemelerde bulunurlar?
c. Olusturduklar: genellemeleri kanitlamak i¢in hangi tiir argiimanlar olustururlar?

2. Matematiksel olarak {istiin yetenekli 6grencilerin 6nerdigi ornek tiirleri ile olusturduklar
genellemeler ve arglimanlar arasinda bir iligki var midir?
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Teorik Cerceve

Ornekler

Son yillarda yapilan calismalar, orneklerin akil yiiriitme ve ispat olusturmadaki onemli
rollerine vurgu yapmaktadirlar (Alcock, 2004; Alcock ve Weber, 2010; Ellis vd., 2019). Bu ¢alismalar
ozellikle gerekcelendirme, genelleme ve ispat siire¢lerinde Srneklerin farkli rollerine ve kullanimina
odaklanmaktadirlar (Ellis vd., 2019). Ornekler, varsayimlar: anlamlandirmanin temel bir yaklasimi
olarak (Alcock, 2004), 6grencilerin genelleme yapma eylemlerini destekleme araci olarak (Goldenberg
ve Mason, 2008) ve ispat siirecinde yapisal iligkileri analiz etme araci olarak (Goldenberg ve Mason,
2008; Pedemonte ve Buchbinder, 2011) farkl rol ve misyonlara sahiptirler.

Buchbinder ve Zaslavsky (2009), matematiksel ifadelerin dogruluk degerini belirleme
konusunda farkli tiirdeki drneklerin statiisiinii arastirmistir. Ornekleri dogrulayan, dogrulamayan,
celisen veya alakasiz olarak farkli kategorilerde smiflandirmiglar ve bu Orneklerin statiistiniin
matematiksel ifadenin evrensel veya varolussal olup olmadigina gore degistigini savunmuslardir. Bu
nedenle, ispat olusturma siirecinde gesitli ornek tiirlerinin sahip oldugu farkli rol ve misyonlarin
farkinda olmak 6nemlidir. Bu ¢alismada, orneklerin sahip oldugu bu rol ve misyonlarinin farkinda
olmanin Ogrencilerin on referans bilgileri ve kanit semalariyla yakindan iliskili oldugu on
goriilmektedir. Balacheff (1991) bu konudaki benzer goriisiinii su sozlerle dile getirmistir: "...referans
bilginin (bilimsel bilgi veya ogretilmesi gereken bilgi) varlii, bir olgunun bu bilgiyle celiskili olup
olmadigina karar verme hakkini tanr"” (s. 2).

Watson ve Mason (2005), orneklerin izole olmadigi, bunun yerine potansiyel 6rneklerin bir
smifi olarak algilandigim savunur ve bu durumu "6rnek uzay" olarak tanimlarlar (s. 51). Stylianides ve
Stylianides (2009), 6grencilerin 6rnek uzaylar: ile kanit semalar1 arasinda bir bag kurmus ve bunlar
kanitlama i¢in 6rnek uzaylar olarak adlandirmislardir. Harel ve Sowder (1998) tarafindan 6nerilen ana
kanit semalarini ve bunlara karsilik gelen 6rnek uzaylar hiyerarsik olarak sunmuglardir (ayrintih bilgi
i¢in bkz. Stylianides ve Stylianides, 2009). Stylianides ve Stylianides (2009): "Bir 6grencinin kanit semasi,
matematiksel bir genellemenin dogrulanmasi igin yeterli kabul edilen 6rneklerin topluluguna iliskin
mevcut goriisiinii yansitir, yani 6grencinin dogrulama igin kullandig: kisisel 6rnek uzayin yansitir” (s.
320) ifadesi ile kanit semasi ve 6rnek uzay arasindaki iliskiyi ifade etmiglerdir. Ogrencilerin kamit
semalar1 Ornek uzaylarini yansitiyorsa, o zaman dgrencilerin olusturduklari 6rneklerin, onlarin kanit
semalar1 ve referans bilgileri hakkinda bilgi verici olmasi gerektigi diistiniilmektedir. Watson ve Mason
(2005) ornekleri “kavramlarin ve ilkelerin illiistrasyonlar1” olarak ele almaktadirlar. Benzer olarak bu
calismada, Ogrenciler tarafindan {iretilen Orneklerin onlarin kanit semalarinin illiistrasyonlari
olabilecegi 6n goriilmektedir. Ogrencilerin 6nerdigi ornekleri analiz etmek igin bu galismada
Stylianides ve Stylianides (2009) tarafindan onerilen kanit semalarina karsilik gelen 6rnek uzaylar:
kullanilmistir (bkz. Tablo 1).

Tablo 1. Ornek Tiirleri ve Kanit Semalarma Karsilik Gelen Ornek Uzay

Dogrulayan Ornek Celisen Ornek

Naif Ornek Kritik Ornek (“}eleneksel Naif Ornek Kritik Ornek geleneksel
Ornek Ornek

Ogrenciler Ogrenciler bir ~ Ogrenciler Ogrenciler Ogrenciler bir ~ Ogrenciler

kontrol edilmesi tiir stratejiye matematiksel  kontrol tiir stratejiye matematiksel

uygun olan veya dayaliolarak  bir ifadenin edilmesi dayali olarak  bir ifadenin

rastgele secilen  secilen kapsam uygun veya secilen geligkili kapsam

birkag ornekleri alanindaki tiim rastgele secilen Ornekleri alanindaki tiim

dogrulayici dikkate alirlar. dogrulayici birkag geligkili  dikkate alirlar. c¢eligsen

ornegi dikkate ornekleri ornegi dikkate ornekleri

alirlar. dikkate alirlar. alirlar. dikkate alirlar.
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Genellemeler

Mason, Burton ve Stacey (2010), genelleme siirecini “birkag 6rnekten hareketle genis durumlar
sinifi hakkinda tahminlerde bulunma” (s. 8) olarak tanimlamaktadirlar. Dorfler (1991) ise genellemeyi
“bir nesne ve diisiinmenin ve iletisimin bir arac1” olarak ifade etmektedir (s. 63). Genelleme siirecinin
matematik egitim ve 6gretiminin kritik bir bileseni oldugu ve her seviyedeki matematik smiflarinin
merkezinde yer almas: gerektigi konusunda hig siiphe yoktur (Blanton, Levi, Crites ve Dougherty, 2011;
Mason, Burton ve Stacey, 2010). Ancak, 6grencilerin genellemelerini inceleyen ¢alismalar 6grencilerin
genelleme ifadelerini tanima, kullanma ve olusturma konusundaki zorluklarim1 sik¢a rapor
etmektedirler (English ve Warren, 1995). Her ne kadar hangi bilginin genelleme olarak sayilacagi
Ogrenciler veya matematikgciler arasinda farklilik gosterse de, bir dizi durumdan matematiksel bir iliski
yakalamak veya durumlar arasinda ortak bir 6ge bulmak ve bunu yeni bir duruma tasimak, siiphesiz
karmasik bir diistinme ve akil yiiriitme siireci gerektirmektedir (English ve Warren, 1995).

Dorfler (1991), genellemeleri empirik genelleme ve teorik genelleme olarak iki kategoriye
ayirmaktadir. Dorfler’e gore empirik genelleme, nesnelerin ortak 6zelliklerini veya niteliklerini tespit
ederek olusturuldugu icin sorunlu olarak kabul edilmektedir. Teorik genelleme ise, nesneler arasindaki
iliskiler gibi temel nitelikleri soyutlayarak olusturulur ve Dérfler’in ifade ettigi gibi bir “eylem sistemi”
ile baslar (Dorfler, 1991, s. 71). Harel (2001) 6grencilerin olusturdugu genellemeleri benzer sekilde sonug
genellemesi ve siire¢ genellemesi olarak iki smifa ayirmistir. Harel (2001): “siire¢ genellemesinde,
ogrenciler siirecteki diizenlilige odaklanirken; sonug¢ genellemesinde ise, sonugtaki diizenlilige
odaklanirlar” (s. 11) ifadesiyle bu genellemeler arasindaki farkin, odaklanilan &riintiiniin yeri ile ilgili
oldugunu ifade etmektedir. Bu calismada, 6grencilerin hem dogrulayan hem de celisen 6rneklerle
karsilagtiklarinda olusturduklar: genellemeleri ayirt etmek i¢in siire¢ genellemesi ve sonug genellemesi
olacak sekilde benzer bir siniflandirma yapilmistir. Ogrenciler, siiregteki diizenliligi goriip daha genel
bir akil yiiriitmeye doniistiirdiiklerinde, bu genellemeler siire¢ genellemesi olarak siniflandirilmistir.
Ote yandan, &grenciler yalmizca sonugctaki oriintiiyii goriip ornekler arasinda daha derin bir
iliskilendirmeyi inceleme amaci giitmediklerinde, bu genellemeler sonug¢ genellemesi olarak
adlandirilmigtr.

Argiimantasyon

Matematiksel akil yiiriitme ve ispat, derin matematiksel 6grenimin temel bir bileseni olarak
goriilmektedir (Harel ve Sowder, 1998, NCTM, 2000; Stylianides ve Stylianides, 2009). Ancak
arastirmalar tiim egitim seviyelerindeki 6grencilerin argiimanlar olusturma konusunda ciddi sorunlar
yasadigini ve matematiksel ifadelerin gegerliligini belirlemek icin genellikle belirli Orneklere
glivendiklerini gostermektedir (empirik kamit semas1) (Healy ve Hoyles, 2000). Stylianides (2007),
gecersiz matematiksel akil yiiriitme (empirik akil yiiriitme) ile gegerli akil yiiriitme (dediiktif akil
yliriitme) arasindaki temel farkin argiimantasyon bicimlerinde yattigini belirtmektedir. Yani empirik
arglimanlar, tiim durumlarin yalnizca uygun bir alt kiimesini ele alarak matematiksel bir genellemenin
dogrulugunu kanitlamak i¢in giivensiz bir yontem saglarken, kanitlar genellemenin kapsamindaki tiim
durumlar dikkate alarak kesin delil sunmaktadirlar.

Harel (1998), daha giivenilir bir dogrulama yontemi saglama arzusunu entelektiiel ihtiyag
olarak tanimlamaktadir. O halde bu g¢alismada ele alinan temel soru, &grencilerin genellemenin
alanindaki tiim unsurlari dikkate alarak kesin kamit saglama ihtiyacini hissedip hissetmedikleridir.
Stylianides ve Stylianides (2009), 6grencilerin matematiksel bir iddiay1 kanitlarken matematiksel olarak
daha giivenli bir yol olusturmaya yonelik entelektiiel bir ihtiya¢ hissedip hissetmediklerine dayali
olarak olusturduklar: kanit semalarini, mevcut ilgili literatiir (Balacheff, 1988; Harel ve Sowder, 1998)
1s1ginda, empirik, empirik olmayan ve geleneksel kanit semalar1 olarak smiflandirmiglardir. Bu
calismada Ogrenciler tarafindan olusturulan argiimanlari degerlendirmek igin Stylianides ve
Stylianides (2009) tarafindan onerilen kanit semalarina benzer bir yaklasim izlenmistir (bkz. Tablo 2).
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Tablo 2. Argiiman Tiirleri ve Ozellikleri

Empirik Argiiman Empirik Olmayan Argiiman Geleneksel Argiiman
Ogrenciler birkag 6rnegin ~ Ogrenciler empirik argiimanlari Ogrenciler matematiksel bir
sundugu dogrulayic matematiksel bir genellemeyi genellemeyi dogrulamak icin
karutlara dayanarak dogrulamak icin giivenli olmayan giivenli bir yontem olarak
argliman olustururlar yontemler olarak tanirlar. Ancak, ispatlar: tanir ve ispat
(Balacheff, 1988). geleneksel argiimanlardan sapan olusturabilirler (Stylianides ve

arglimanlar olustururlar (Stylianides  Stylianides, 2009).

ve Stylianides, 2009).

Matematiksel Olarak Ustiin Yetenekli Ogrenciler

Arastirmacilar matematiksel yetenekleri yiiksek Ogrencilerin, problem ¢6zme siirecinde
akranlarina gore daha fazla sabir ve azim gosterdigini (Budak, 2012) ve bu 6grencilerin problem ¢6zme
siireclerinde daha fazla entelektiiel merak ve yaraticilik sergileme egiliminde olduklarimi (Hong ve
Aqui, 2004) ortaya koymuslardir. Matematiksel yetenekleri yiiksek 6grencilerin genellikle sadece bir
cevap bulmanin Gtesine gecerek yapisal iliskileri kavramaya galistiklar: ve birden fazla strateji aradiklar:
goz Oniine alindiginda (Gorodetsky ve Klavir, 2003), birden fazla strateji genelleme ve/veya
gerekcelendirme gerektiren gorevlerin bu &grencilerin yaraticiligina daha iyi hizmet edebilecegi
diisiiniilebilir (Berg ve McDonald, 2018). Benzer sekilde Leikin (2021), matematiksel olarak iistiin
yetenekli 6grencilerin problemleri birden fazla yolla ¢dzmeleri gerektiginde daha esnek ve yaratici
olduklarini savunmaktadir. Arastirmacilar, matematiksel olarak iistiin yetenekli 6grencilerin diistinme
ve akil yliriitme bigimlerinin matematikgilerin diistinme bicimleriyle benzer ve paralel oldugunu
belirtmektedirler (Leikin, 2021; Sriraman, 2004). Matematikg¢ilerin bir matematiksel ifadenin
dogrulugu/yanlisligs hakkinda sezgi gelistirmeye calisirken, formal kanitlama yontemlerini
benimsemeden 6nce drnekler ve karsit 6rnekler olusturmaya gayret ettigi ve formal olmayan kanitlama
yontemlerini bilingli olarak benimsedikleri bilinmektedir (Alcock ve Inglis, 2008; Sriraman, 2004). Bu
nedenle, matematiksel olarak iistiin yetenekli 6grencilerin de matematiksel ifadelerin dogrulugunu
incelerken ifade hakkindaki sezgilerini olusturmak icin cesitli tiirde Ornekler, genelleme ve
gerekcelendirmeler olusturmaya egilimli olacaklar1 6n goriilebilir. Matematiksel olarak iistiin yetenekli
olan 6grencilerin tiim bu 6zellikleri, bu ¢calismanin katilimcilar: olarak se¢ilmelerinin nedenleri arasinda
yer almstir.

Yontem

Fenomenografik arastirma, egitim calismalarinda 6grencilerin ayni1 kavramdan ne anladiklarmi
ortaya koymak ve Ogrencilerin algilarindaki cesitliligi nitel olarak haritalamak i¢in kullamilan bir
arastirma yontemidir (Trigwell, 2006; Marton, 1986). Bu yontem, farkli bireylerin belirli kavramlari nasil
anladiklarmi veya nasil algiladiklarini analiz etmek icin egitim arastirmalarinda yaygin olarak
kullanilan bir tekniktir (Wihlborg, 2004). Zamanla bu yontem, bazi 6grencilerin digerlerinden neden
daha iyi 6grendigini anlamak icin egitim arastirmalarinda kullamilan bir arag olarak gelismistir.
Ogrencilerin farkli 6rnek tiirleri ile karsilastiklarinda nasil akil yiiriittiiklerini veya biligsel bir catisma
yasadiklarinda bu durumu nasil ele aldiklarimi ortaya koyma siirecinde, 6grenci davramslarinin
benzerlikleri ve farkliliklariyla kategorize edilmesi ve bu kategoriler arasindaki uyumun ortaya
konmasi, bu ¢alismayi fenomenografik bir ¢alisma haline getirmektedir.

Katilimcilar

Bu ¢alismanin amacinin hem dogrulayan hem de ¢elisen 6rnekler iceren matematiksel ifadelerle
kars1 karsiya kalindiginda ogrenci akil yiiriitme siirecini incelemek oldugu goéz oniine alindiginda,
matematiksel olarak {iistiin yetenekli 6grencilerin matematiksel genellemeler ve argiimanlar olusturma
konusunda daha fazla istek ve azme sahip olabilecekleri 6n goriilmiistiir. Boylelikle katiimcilar,
Tiirkiye’de Wechsler Zeka Testi puanlarina gore secildigi bir Bilim ve Sanat Merkezi'ne kayith sekiz
Ogrenciden olugsmaktadir.
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Bilim ve Sanat Merkezleri, Tiirkiye'de iistiin yetenekli 6grencilerin egitim uygulamalarinin
gergeklestirildigi, ilkokul ve ortaokul seviyelerinde egitim veren kurumlardir. Bu merkezler, 1997
yilinda Ozel Egitimle Ilgili Kanun Hiikmiinde Kararname ile kurulmus olup, yetenekli grencilerin
formal ilkokul ve ortaokul egitimlerinin yani sira yeteneklerine gore desteklenmesini amaglamaktadir
(Milli Egitim Bakanlig1 [MEB], 2022). Bu merkezlere kabul edilebilmek icin 6grencilerin genellikle
ilkokul 6gretmenleri tarafindan 6nerilmesi gerekmektedir. Merkezler, 6grencileri kabul etmeden 6nce
adaylara iki asamali bir test uygulamaktadir. Bu testlerden biri Toplam Yetenek Testi, digeri ise
Wechsler Zeka Testi (WISC-R)" dir. WISC-R, bireylerin zihinsel performansimi belirlemek icin
gelistirilmis bir bireysel zeka testidir (Wechsler, 1975). WISC-R testinde 130 ve iizeri puan alan
ogrenciler, yetenekli olarak kabul edilmekte ve merkezlere kaydolma hakkina sahip olmaktadirlar
(Akkanat, 2004).

Calismanin katilimcilari, amagh 6rnekleme yontemi dogrultusunda belirlenmistir. Amagch
ornekleme, nitel arastirmalarda sinirli kaynaklarin etkili kullanimini saglamak i¢in bilgi zenginligi olan
veriler elde etmek amaciyla yaygin olarak kullanilan bir tekniktir (Patton, 2002). Calismanin amaci
ogrencilerin akil yiiriitme becerilerini ortaya koymak oldugundan, kendilerini rahatca ifade edebilen ve
diisiincelerini agiklamaktan ¢ekinmeyen Ogrencilere ihtiya¢ duyulmustur. Bu nedenle, Bilim Sanat
Merkezi'ndeki yoneticiler ve matematik 0gretmenleriyle iletisime gecilmis ve g¢alismanin amacina
uygun iletisim becerilerine sahip 6grencilerin onerilmesi istenmistir. Katiime1 6grencilerin hepsi iyi
iletisim becerilerine ve iyi matematik puanlarna sahip, calismaya goniillii 6grencilerdir. Calisma
esnasinda Murat, Kemal, Melike ve Nilay sekizinci sinifa, Binnur, Ceylin, Demet ve Reyyan ise yedinci
smifa devam etmektedir (¢alismada kullanilan tiim Ogrenci isimleri takma isimlerdir). Calisma
esnasinda katilimcr Ogrencilerin farkli smif seviyelerinde bulunmalarina ragmen, farkli smuf
seviyelerindeki Ogrencilerin akil yiiriitme becerilerinin karsilastirmasi bu ¢alismanin kapsami
disindadir. Katilimer 6grencilerin velilerinden 6grencilerin ¢alismaya katilmasi igin gerekli izinler
alinmigtir.

Géreve Dayali Bireysel Goriismeler

Ogrencilerin hem dogrulayan hem de gelisen 6rneklerin olusturulabildigi matematiksel
ifadelerle karsi karsiya kaldiklarinda akil yiiriitmelerini arastirmak i¢in matematiksel gorevlerin yer
aldig: yar1 yapilandirilmis bir goriisme protokolii tasarlanmuistir.

Sizce dogru mu, yanhs mi1? Aciklaymiz.

Matematiksel Ifade 1: "Ug ardisik sayinin toplami her zaman tek sayidir"
Matematiksel Ifade 2: "Pay ve payda arasindaki fark kiigiikse, kesir daha biiyiiktiir"
Matematiksel Ifade 3: "Bir dortgenin en az bir kdsegeni, dortgeni ayni alana sahip iki iiggene béler"

Matematiksel Ifade 4: "Bir dikdortgenin gevresi artarsa, alan1 da artar”

Sekil 1. Goriisme gorevleri

Goriisme gorevleri, dort matematiksel ifadeyi icermekte olup, bu ifadeler mevcut literatiir
gozden gecirilerek tasarlanmistir (6rnegin, Ball, Hoyles, Jahnke ve Movshovitz-Hadar, 2002; Ma, 1999;
Zaskis ve Chernoff, 2008). Calismanin gerceklestigi siirecte uygulanan ogretim programina gore,
goriisme gorevlerinde yer alan tiim temel kavramlar (kesirler, dortgenler, cevre ve alan formiilleri)
besinci ve altinci sinif seviyesinde ele alinmaktadir (MEB, 2018). Matematiksel ifadelerde yer alan temel
kavramlarin daha onceki sinif seviyelerinde yer aldig1 goz 6niinde bulunduruldugunda, bu goérevlerin
ogrencilerin kavramsal erisim smnirlar1 igerisinde oldugu disiiniilmiistiir. Gorlismeler esnasinda
kullanilan her ifade i¢in hem dogrulayan hem de celisen orneklerin 6nerilebilecegi diisiiniildiigiinde
ise, gorevlerin 0grencilerde biligsel ¢catismaya yol agacag: dngoriilmiistiir.

Yar1 yapilandirilmis goriismeler her katilimciyla aragtirmacilardan biri tarafindan
gergeklestirilmis olup, tiim goriismeler video ile kayit altina alinmistir. Arastirmacilar, katilimc
ogrencilerle daha 6nce calismamis veya onlar1 gozlemlememislerdir. Arastirmacilarin rolii, goriisme
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sirasinda Ogrencilerin diisiincelerini yansitmalarina rehberlik etmektir. Bireysel goriismeler sirasinda,
katilimcilara her bir matematiksel ifade tek tek sunulmus ve her ifade tizerinde ¢alismalari igin yeterli
zaman verilmistir. Tim goriismeler yaklasik 45-60 dakika siirmiistiir. Katilimcilara goriisme sirasinda
bir tablet bilgisayar, kagit ve kalem sunulmus ve katilimcilar, matematiksel ifadelerin dogrulugunun
incelenmesi stirecinde sekiller ¢izme, olusturduklar1 Ornek, genelleme veya argiimanlari yazma
konusunda tesvik edilmislerdir. Tiim kagitlar ve ekran goriintiileri veri analizi igin toplanmustir.
Goriismeler esnasinda katihmcilarin dogrulama stireclerini daha iyi kavrayabilmek icin cesitli
diistindiiriici sorular kullanilmigtir (6rnegin, “Bu Ornekleri neden Oneriyorsun?”, “Baska bir ornek
Onermeni daha istesem, bu 6rnek ne olurdu?”). Katilimcilar, goriismeler sirasinda onerdikleri
orneklerle ilgili olarak “bu 6rnekler, ifadenin her zaman dogru olmayacagim gosteriyor” veya “10'a
kadar olan sayilar1 denedigimizde, ayni sekilde devam edecektir” gibi genellemeler yaptiklarinda,
aragtirmacilar, bu genellemelere atifta bulunarak katilimcilara ek sorular yoneltmis ve 6rneklerini
kullanma bicimlerini daha derinlemesine anlamay1 hedeflemislerdir. Ayrica, katihmcilarin olusturdugu
arglimanlar da diisiindiiriicii sorular olarak kullanilmistir (6rnegin, “Bu argiimanla 6gretmenini ikna
edebilir misin?”, “Iddiam yeterince gerekcelendirdigini diisiiniiyor musun?”).

Veri Analizi

Veri analizi, bireysel gortismelerin transkript edilmesi ve katihimcilarin her matematiksel
ifadeye verdikleri yaritlarin gozden gecirilmesi ile baslamistir. Katilimcilarin 6rnekler, genellemeler ve
arglimanlar olusturmadaki akil yiiriitmelerini agiklamak igin siirekli karsilastirma yontemi (Glaser ve
Strauss, 1967) kullanilmistir. Bu calismada veri analizi siireci genel olarak su sekilde gerceklesmistir: (1)
arastirmacilar, tiim katilimci yanitlari bireysel olarak gozden gegirip katilimcilarin goriismeler sirasinda
olusturduklar1 6rnekleri, genellemeleri ve argiimanlar1 ayr1 ayr1 bireysel olarak belirlemislerdir; (2)
aragtirmacilar, mevcut literatiire dayali olusturulan kodlama semalarini kullanarak belirlenen
ornekleri, genellemeleri ve argiimanlar1 ayr ayri birbirlerinden bagimsiz olarak kodlamislardir (bkz.
Tablo 1 ve Tablo 2); (3) arastirmacilar, bireysel kodlarini bir araya gelip karsilastirmis ve yeni kodlarin
iiretilmesine veya mevcut kodlarin diizenlenmesine neden olabilecek herhangi bir uyumsuzlugu
tartisarak sonuglandirmiglardir.

Katilimcilarin bireysel goriismelerdeki yanitlarin kodlanmasi ii¢ asamada gerceklesmistir. 1k
asamada, katiimcinin her matematiksel ifade i¢in olusturduklar1 ornekler iki kategoriye ayrilarak
siniflandirilmistir: Dogrulayan Ornekler — sunulan ifadenin dogru oldugunu gosteren drnekler— ve
Celisen Ornekler— sunulan ifadenin yanlis oldugunu gosteren ornekler. Daha sonra, celisen ve
dogrulayan 6rnek tiirleri ise, Stylianides ve Stylianides (2009) tarafindan tanimlanan kanit semalarina
karsilik gelen 6rnek uzay kategorilerine gre smiflandirilmistir (bkz. Tablo 1). Ornegin Nilay, "Bir
dortgenin tiim kenarlari1 esit oldugunda, karsit kenarlari esit oldugunda ve hicbir kenar esit
olmadiginda [ifadenin] dogru olup olmadigini gormek istedim" diyerek bir kare, bir dikdortgen ve bir
yamugu dikkate alma stratejisini agiklamistir. Bu sdylemde goriildiigii gibi 6grenci 6nerdigi drneklerin
bir stratejiye dayanarak secildigini belirttiginden ve o stratejiye acitkca atifta bulundugundan, bu
ornekler kritik 6rnek olarak kodlanmuistir.

Kodlama siirecinin ikinci asamasinda, katilimcilarin belirlenen genellemeleri iki ana kategoriye
ayrilarak siniflandirilmistir: Sonug Genellemesi ve Siire¢ Genellemesi. Her genelleme tiirii de dogru ve
yanlis olacak sekilde iki alt kategoride ele alinmuistir. Ogrenciler, olusturduklart 6rneklerin
sonugclarindaki diizenliligi, bu 6rneklerin altinda yatan yapiy1 daha fazla arastirma amaci giitmeden
fark ettiklerinde, genellemeleri sonug genellemeleri olarak kodlanmustir. Ogrenciler, yalnizca 6rneklerin
sonuglar1 arasindaki diizenliligi gormekle kalmayip, bu o&rnekler arasinda bir iliski de taniyip
yakaladiklarinda, genellemeleri siireg genellemeleri olarak kodlanmistir. Ornegin Reyyan,
matematiksel ifade 1 igin “Eger cift sayilar, tek sayilardan fazlaysa, sonug tek say1 olarak ¢ikar ya da
tam tersi” iddiasinda bulunmustur. Reyyan'in bu ifadesinde agikca goriildiigii gibi, 6grenci ifadenin
yalnizca yanlis oldugunu fark etmekle kalmayip, daha 6nce 6nerdigi 6rnekler arasinda dogru bir iliski
yakalamistir. Bu nedenle, Reyyan'in onerdigi bu genelleme dogru siire¢ genellemesi olarak
siniflandirilmistir.
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Kodlama siirecinin son asamasinda ise, katilimcilarin olusturdugu argiimanlar, matematiksel
acidan genellemenin dogrulugunu onaylamak icin giivenilir veya giivenilir olmayan bir yontem
kullanilip kullanilmadigina gore empirik, empirik olmayan ve geleneksel olarak kodlanmistir (bkz.
Tablo 2). Ornegin Murat, sunulan ifade [Matematiksel Ifade 1] igin su sekilde bir gerekge sunmustur:
“Uc ardisik say1 olacaktir. Bu durumda ya cift-tek-cift ya da tek-cift-tek olacaktir. Eger tek-cift-tek
yaparsak, iki tek say1 ekleriz ve sonug cift say1 olur. Sonra, cift say1 ve ¢ift say1 bir ¢ift say1 olusturur.”
Murat, tek-cift-tek sayilarin toplaminin ¢ift say1 olacagini ve bu durumun da ifadeye aykir1 olacagimni
fark etmistir. Ancak, Murat'in bu gerekgesi 6rnekler kullanilarak insa edilmemesine ragmen, iki tek
saymin toplaminin neden cift say1 olacagini aciklamakta yetersiz kalmigtir. Tiim bunlar, Murat'in
sundugu bu gerekcenin empirik olmayan bir argiiman olarak siniflandirilmasinin nedenleri arasinda
yer almistir.

Kodlamalar, iki aragtirmaci tarafindan eszamanli olarak gerceklestirilmis ve kodlama
benzerliklerini ve farkliliklarmmi gosteren kodlama giivenilirligi hesaplanmistir. Kodlayicilar arasi
glivenilirlik elde etmek i¢in, Miles ve Huberman (1994) tarafindan belirtilen giivenilirlik formiilii
kullanilmigtir (Guvenilirlik = Uzlasma / (Uzlasma + Anlasmazlik) x 100). Veri analizinin
glvenilirligi icin iki kodlayici arasinda en az %70'lik bir giivenilirlik yiizdesi elde edilmesinin gerekli
oldugu ifade edilmektedir (Yildirim ve Simsek, 2006). Bu ¢alismada, kodlama giivenilirlik yiizdesi 0.94
olarak bulunmustur. Arastirmacilar, 6grencilerin olusturdugu ornek tiirlerini (dogrulayan ve celisen
ornekler) belirlemekte ve 6grencilerin 6ne siirdiikleri genellemelerin dogru veya yanls olup olmadig:
konusunda tam fikir birligine sahip olmuslardir. Ancak, 6grencilerin olusturduklar1 6rneklerin naif,
kritik veya geleneksel olarak siniflandirilmasi hususunda yer yer farklihk gostermislerdir. Ornegin
Murat'm “...Ug ardisik say1 olacaktir. Bu durumda ya cift-tek-cift ya da tek-cift-tek olacaktir. Tek-gift-
tek yaparsak iki tek say1 ekleriz ki bu da cift say1 olur. Sonra bir ¢ift sayiya bir cift say1 ekleriz. Diyelim
ki bu sayilar 1, 2, 3 olsun. 1'i 3'e eklersek 4 olur ve sonra toplama 2 eklersek 6 olur ki bu da ¢ift say1 olur.
Bu yiizden yanlis diyorum!” ifadesinde arastirmacilardan biri, 6grencinin 6rnekleri stratejik olarak
sectigi gerekgesiyle Ogrencinin Onerdigi Ornekleri kritik O6rnek olarak kodlamistir. Ancak diger
arastirmaci, 6grencinin ornekleri genel fikri agikliga kavusturmak icin bir ara¢ olarak kullandigini ve
dahasi karsit 6rnek kiimeleri olusturmanin bir yolunu o6nerdigini belirtmistir. Bu nedenle Murat'in
olusturdugu Orneklerin geleneksel Ornekler olarak degerlendirilmesi gerektigini ileri siirmistiir.
Arastirmacilarin bu uyumsuzluk hakkindaki tartismalar1 tam fikir birligine varilincaya kadar devam
etmis ve tartismalarin sonucunda Murat geleneksel 6rnek siitununa dahil edilmistir (bkz. Tablo 3).

Bulgular

Bu boliimde, oncelikle 6grencilerin bireysel goriismelerde kullanilan her matematiksel ifade
i¢in olusturduklar1 6rnek, genelleme ve argiiman tiirlerine yonelik bulgulardan bahsedilmistir. Daha
sonra ise, Ogrencilerin &nerdigi ornekler ile olusturduklari genellemeler ve argiimanlar arasindaki
iligkilere odaklanilmigtir.

Ogrenciler Tarafindan Olusturulan Ornek ve Genelleme Tiirleri

Tablo 3, 6grencilerin ilk matematiksel ifade i¢in olusturduklar: 6rnek ve genelleme tiirlerini
gostermektedir. Tabloda goriildiigii gibi, tim 6grenciler matematiksel ifade 1 i¢cin hem dogrulayan hem
de celisen ornekler bulabilmis ve ardindan ifadenin yanlis oldugu sonucuna varabilmislerdir. Tim
Ogrenciler sunulan ifadenin her zaman dogru olmayacagini fark etmis ancak, ifadenin ne zaman dogru
oldugu hakkinda dogru bir genellemede bulunamamiglardir. Ogrencilerin genelleme olusturma
konusunda serbest birakildiklar1 g6z 6niine alindiginda, bir 6grencinin, Reyyan, olusturdugu 6rneklere
dayanarak sunulan ifade i¢in hem dogru hem de yanls siire¢ genellemesi olarak smiflandirilan iki
genelleme olusturdugu goriilmiistiir.
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Tablo 3. Matematiksel ifade 1 igin Ogrenciler Tarafindan Olusturulan Ornek ve Genelleme Tiirleri

Dogrulayan Ornekler Celisen Ornekler Dogru Sonu¢ Dogru Siire¢  Yanlis Siireg
N.O. KO. GO. NO. KO. G.O. Genellemesi Genellemesi Genellemesi
Binnur Demet Kemal Binnur Demet Kemal Demet Demet Reyyan
Ceylin Reyyan Melike Ceylin Reyyan Melike Murat Murat

Nilay Murat Melike Melike
Murat Nilay Nilay Nilay
Reyyan Reyyan
Kemal Kemal
Binnur
Ceylin

Not. N.O., Naif Ornek, K.O., Kritik Ornek ve G.0O., Geleneksel Ornek icin kullanilmigtir

Iki ogrenci, Binnur ve Ceylin, matematiksel ifade 1 i¢in hem dogrulayan hem de gelisen 6rnekler
olusturmuslardir. Ancak, her iki 6grenci de onerdigi 6rnekler arasinda ortak unsurlar: kullanarak bir
genellemeye ulasamamislardir. Bu 6grencilerin 6nerdigi 6rneklerin daha ¢ok rastgele secilmis 6rnekler
oldugu calismanin bir diger bulgusunu olusturmustur. Bu iki 6grenci, celisen bir 6rnek olusturduktan
sonra ifadenin yanls oldugu sonucuna varabilmis ancak, ifadenin hangi durumlarda dogru olacag:
hususunda daha fazla arastirma egilimi gostermemislerdir.

Binnur: Birkag ornek denedim. 1, 2, 3'ii ekledigimde, toplam 6 oluyor. Yani, bu yanls bir ifade!
Goriigmeci: Baska bir 6rnek 6nerment istesem, bu ne olurdu?

Binnur: Ornegin, 4,5, 6'y1 ekleyebiliriz. Toplam 15 olur. 1, 2, 3'ii ekledigimizde 6 olur, ancak
4,5, 6'y1 ekledigimizde, 15 olur. Ama yine de yanlis.

Yukaridaki alintida goriildiigti gibi, Binnur'un gecerli celisen ve dogrulayan ornekler
onerebildigi goriilmiistiir. Ancak Binnur, bu 6rneklerdeki ortak unsurlar1 daha fazla arastirma istegi
gostermemistir. Bunun yerine, rastgele secilmis olan 1, 2, 3 6rneklerini olusturmus ve ¢elisen 6rneklerle
karsilagtiktan hemen sonra "... Yani, bu yanlis bir ifadedir!" ifadesinden anlasilacagi {izere sunulan
matematiksel ifadenin yanlis oldugunu belirtmistir. Ornekler arasindaki ortak unsurlari arastirmamak
veya Ornekleri stratejik olarak se¢gmemek, Binnur'un onerdigi 6rneklerin naif o6rnek olarak kodlanma

nedenlerini olusturmustur. Ceylin de benzer bir davranis sergilemistir.

Murat da sunulan matematiksel ifadenin dogrulugunu/yanlishigini arastirmak icin ayni
Ornekleri onermistir— 1, 2, 3. Ancak, onerdigi bu ornekleri matematiksel ifade icin fark ettigi siireg
genellemesini aciklamak amaciyla kullanmistir. “...Ug ardisik say1 olacak. Bu durumda, ya cift-tek-gift
ya da tek-cift-tek. Tek-cift-tek yaparsak, iki tek say1 ekleriz ki bu da toplamu cift say1 yapar. Sonra, cift
sayiya cift say1 ekleriz. Diyelim ki bu sayilar 1, 2, 3 olsun. 1'i 3'e eklersek 4 olur ve sonra toplama 2
eklersek 6 olur ki bu da cift say1 olur. Bu yiizden yanlis diyorum!” ifadesinde goriildiigii gibi, Murat
daha genel bir fikri tanimlamak i¢in 6rnekleri bir arag olarak kullanmistir. “... Diyelim ki bu sayilar 1,
2,3.1'i 3'e eklersek 4 eder, sonra toplama 2 eklersek 6 olur” seklindeki ifadesi, Murat'in genel fikri (Tek-
cift-tek yaparsak iki tek sayiy1 ekleriz, bu da toplamu ¢ift say1 yapar) once fark ettigini, sonra bu 6zel
ornekleri kullanarak ve bu drnekleri belirli bir siraya gore toplayarak (1'i 3'e eklersek 4 olur ve sonra
toplama 2 eklersek 6 olur) olusturdugu genel fikri aydinlatmaya calistigini gostermektedir. Murat,
yalnizca dogrulayan ve celisen ornekler onermekle kalmamis, ayni zamanda karsit ornek kiimeleri
olusturmanin bir yolunu da gostermistir (tek-cift-tek sayilar kiimesi). Dolayisiyla, Murat'in
matematiksel ifade 1 i¢in olusturdugu ornekler, geleneksel drnekler olarak siniflandirilmistir.

Demet: Yanls oldugunu diisiiniiyorum ¢iinkii, 0,1,2 ardisik sayilar ama hayir, olmadi! Toplami
3 ve tek say1. 1, 2, 3 de ardigik sayilar ama bu ii¢ sayimn toplami 6. Tek say: degil. 6 ¢ift sayu.
[Ifade] Toplamn tek sayr oldugunu séyliiyor. Bu yiizden yanhs dedim!

Goriismeci: Neden bu drnekleri sectin?

Demet: Bagtan baslamak istedim. Bu yiizden 0 ile basladim.
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Yukaridaki goriisme kesitinde goriildiigii gibi Demet, ifadenin bastan yanlis oldugunu
diistinmdiis ve gelisen bir 6rnek olacagim diistindiigii bir 6rnekle —0,1,2— bu diisiincesini kanmitlamaya
calismistir. Ancak, Demet: "Bunun yanlis oldugunu diistiniiyorum ¢iinkii 0, 1, 2 ardisik sayilardir ama
hayir, boyle bir sey olmadi! Toplami 3 ve tek bir sayidir" sdyleminden anlasildig: gibi 6nerdigi 6érnek
dogrulayan bir 6rnek olarak hizmet ettiginde bilissel bir ¢atismayla karsilagsmistir. Bilissel ¢atismay1
bagka bir 6rnek —1, 2, 3— oOnererek gidermeye calisan Demet, ifadenin yanlis oldugu sonucuna
varmistir. Demet, 0, 1, 2'yi se¢mesinin nedeninin bilerek 0 rakamiyla baslamak istemesi oldugunu
belirtmistir. Bu yiizden, Demet’in &nerdigi 6rnekler kritik 6rnek olarak smiflandirilmistir. Ornekleri bir
stratejiye dayanarak segen diger 6grenci ise Reyyan'dir.

Reyyan: Zihnimde ardisik sayilardan bazilarim denedim ve sonug¢ cogunlukla tek say ¢ikti. Ama
5,6,7'yi denedim ve toplam 18 oldu. 18 ¢ift sayidir, bu yiizden yanlistir!

Goriismeci: Neden bu sayilar: sectin, agiklar misin?

Reyyan: Ben her zaman 10'a kadar olan sayilar1 yapmaya ¢calisirim. Ciinkii sayilar her zaman
10 sayisina gore devam edecek. Daha sonra 11,12,13 olarak devam edecek. Yani 10°a kadar olan
sayilar1 denersek, aymi sekilde devam edecektir.

Reyyan, bir sayinin son rakaminin her zaman 0 ile 9 arasinda olacagindan, 10'a kadar olan {ig
ardisik sayinin toplamini kontrol etmenin yeterli olacagini ileri siirmiistiir. Ayni 6riintiiniin daha biiytik
sayilar i¢in de devam edecegini savunmustur. Reyyan'in 10'a kadar olan sayilar1 kontrol etme stratejisi,
goriisme esnasinda sunulan matematik ifadenin dogruluguna/yanhsligina karar vermek icin kullandig:
ornekleri belirleme stratejisini olusturmustur (kritik 6rnek). Daha sonra iki tek saymin toplaminin
neden cift say1 oldugu soruldugunda, Reyyan: "Mesela, 1 ve 3, 4 eder. 3 ve 5, 8'i veya 5 ve 7, 12'i eder.
Bu sekilde devam edecektir. Daha biiyiik sayilarda son rakama bakariz. Son rakam her zaman 1, 2, 3, 4,
5, 6,7, 8,9 veya 0 olacaktir. Tki tek say1 her zaman cift say1 olusturmalidir”" séyleminde bulunmustur.
Reyyan tarafindan olusturulan son rakam genellemesi, iki tek say1y1 toplam1 ve/veya tek ve cift sayilari
belirlerken gecerli bir strateji olusturmaktadir. Ancak Reyyan, onerdigi bu strateji ile sunulan ifade
[Matematiksel Ifade 1] arasinda yapisal bir iliski kuramamistir. Bunun yerine, bu genellemenin neden
ve nasil uygulanabilir oldugunu agik¢a belirtmeden, son rakamlarin her sayida aymi olacag:
genellemesini yapmistir. Dahasi, son rakam stratejisi, ii¢ ardisik saymin toplaminin tek mi yoksa gift
sayr mu1 olacagini belirlemek i¢in uygulanabilir bir strateji olusturmamaktadir. Aslinda Reyyan,
matematiksel ifade 1 igin stratejisini sayilarin son rakamlari tizerine kurmak yerine, ardisik sayilardaki
cift ve tek sayilarin durumuna gore temellendirmelidir. Bu nedenle, Reyyan’in olusturdugu son rakam
genellemesi yanlis siire¢ genellemesi olarak kodlanmistir. Daha sonra, Reyyan: "Daha fazla tek say1
varsa, sonug ¢ift say1 olarak ¢ikar veya tam tersi." ifadesinde de agik¢a goriildiigii gibi 6nerdigi drnekler
arasindaki yapisal iliskileri daha fazla analiz ederek, dogru siire¢ genellemesi olarak kodlanan bir
genellemeye ulasabilmistir.

Katilima 6grencilerin goriismeler esnasinda sunulan ikinci matematiksel ifadenin her zaman
dogru olup olmayacagina karar vermekte zorlandiklar1 goriilmiistiir. Matematiksel ifade 2 i¢in sunulan
yarutlarla ilgili bulgular kiimtilatif olarak Tablo 4’te sunulmustur.

Tablo 4. Matematiksel ifade 2 igin Ogrenciler Tarafindan Olusturulan Ornek ve Genelleme Tiirleri

Dogrulayan Ornekler Celisen Ornekler Dogru Sonu¢ Dogru Siire¢  Yanlis Siireg
N.O. K.O. G.0O. NO. KO. G.0. Genellemesi Genellemesi Genellemesi
Demet Melike Kemal Binnur Demet - Kemal Kemal Kemal
Binnur Murat Nilay  Kemal Melike Melike
Nilay Reyyan Melike Nilay Nilay
Ceylin Ceylin Ceylin Ceylin
Reyyan Murat Reyyan Reyyan

Binnur
Demet
Murat
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Cogu Ogrenci, goriismeler esnasinda sunulan ikinci ifadenin ne zaman dogru olacagini
belirlemede zorluk ¢ekmis ve olusturduklar1 ornekler arasinda ortak unsurlari dogru bir sekilde
belirleyememislerdir. Bu durum, Tablo 4'te goriildiigii gibi 6grencilerin yanlis siire¢ genellemesi
olusturmalarina yol agmstir.

Ceylin: Bunun [ifadenin] yanhs oldu§unu gostermek icin bir basit ve bir bilesik kesir sectim.
Aymi paydada bir basit ve bir bilesik kesir sectim. Ornegin, bu kesirlerin 2/5 ve 7/5 oldugunu
varsayalim. 2/5°te pay ve payda arasindaki fark 3'tiir ve 7/5'te fark 2'dir. Bu durumda daha
kiigiik fark 7/5 tedir ve bu kesir daha biiyiiktiir. Bu, ifadeyi destekliyor! Ancak bunu [ifadeyil
desteklemeyen bir durum bulmak istiyorum. 2/1 ya da 2/3 ve 9/3 olsun, bunlari deneyelim. 2/3'te
pay ve payda arasindaki fark1, 9/3 te ise 6 dir. Yani, daha kiiciik fark 2/3 'tedir ancak 9/3, 2/3"ten
biiyiiktiir. Simdi bu 6rnek bu ifadeyi yanlis yapar. Bu yiizden, ifadenin her zaman dogru
olmadigim diisiiniiyorum.

Ceylin, ayn1 paydadaki bir basit ve bir bilesik kesri karsilastirma durumlarinda ifadenin yanhs
oldugunu savunmustur. Biligsel bir catismaya neden olan celisen bir drnekle (2/5 ve 7/5 kesirleri)
karsilastiginda Ceylin'in, 6rnegi goz ardi ettigi ve bunun yerine iddiasini (bir basit ve bir bilesik kesir
i¢in ifade yanlistir) dogrulayan bir 6rnek bulmaya c¢alistig1 goriilmiistiir. Diger 6grenciler de ifadenin
bilesik kesirler igin yanlis olacagini savunarak yanlis bir genelleme yapma egilimi gosterdikleri
goriilmiistiir. Ornegin, Melike: "Ifade basit kesirleri karsilastirmak icin dogru, ancak kesirler bilesik
kesirler olursa tam tersi olur " soylemi ile matematiksel ifade 2'nin tiim bilesik kesirler i¢in yanls oldugu
genellemesinde bulunmustur.

Ote yandan Kemal, ifadenin hangi durumlarda dogru/yanhs oldugunu dogru bir sekilde
inceleyen tek Ogrenci olmustur. "Bu [ifade] basit kesirler i¢in dogru veya yanlis olabilir. Ancak
karsilastirdigimiz iki kesrin paydasi ayniysa ve ikisi de basit kesirse, ifade dogru olur. Diyelim ki 2/10
ve digeri 9/10 olsun. Ayni paydadaki kesirler i¢in her zaman dogru olur. Bunun nedeni, pay ile payda
arasindaki farkin daha kiiciik olmasidir. O zaman, kesir biitiine yakin olur ve bu da kesrin daha biiyiik
olacagi anlamina gelir" ifadesinde de anlasilacagi iizere Kemal, matematiksel ifade 2 i¢in dogru bir siireg
genellemesinde bulunmustur.

Matematiksel ifade 3 icin sunulan yarutlarla ilgili bulgular toplu olarak Tablo 5'te sunulmustur.
Tim ogrencilerin matematiksel ifade 3 igin ifadeyi celisen veya dogrulayan Ornekler onerdigi
goriilmiistiir. Ancak, tiim 6grencilerin onerdikleri 6rnekler arasindaki yapisal iligkileri basarili bir
sekilde belirleyemedigi calismanin bulgular1 arasinda yer almistir. Katilimcilar sunulan matematiksel
ifade 3 ile gelisen bir ornekle karsilastiktan sonra ifadenin her zaman dogru olmadig1 sonucuna
varmalarina ragmen, ifadenin ne zaman dogru veya yanlis olacagini belirlemede basarisiz olduklar
gorilmiistiir.

Tablo 5. Matematiksel ifade 3 i¢in Ogrenciler Tarafindan Olusturulan Ornek ve Genelleme Tiirleri

Dogrulayan Ornek Celigsen Ornek Dogru Sonu¢ Dogru Siire¢  Yanlis Siireg
NO. KO. GO. NO. KO. G.O. Genellemesi Genellemesi Genellemesi
Demet Nilay Kemal Demet Nilay Kemal Kemal Kemal Demet
Binnur Melike Binnur Melike Melike Melike Nilay
Ceylin Murat Ceylin Murat Nilay Murat
Reyyan Reyyan Reyyan

Ceylin
Binnur
Demet
Murat
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Sonug olarak, 6grencilerin ¢cogu matematiksel ifade 3'tin dogru olacagi durumlar arasmndaki
yapisal driintiiyii belirlemede basarisiz olmustur. Ornegin, iki dgrenci —Demet ve Nilay — ifade 3 igin
hatal bir genellemede bulunmuslardir. Nilay: "Bu dogru degil! Bir kare ve bir dikdortgen igin dogru,
ancak bir yamuk i¢in dogru degil... Bunun [ifadenin] tiim kenarlari esit, karsilikli kenarlari esit ve hi¢bir
kenar1 esit olmayan bir dortgen i¢in dogru olup olmadigini géormek istedim... Bu ifadenin dogru olup
olmadig1 dortgenlerin kenar uzunluklarina baglidir. Karsilik gelen kenarlar birbirleriyle orantiliysa, o
zaman dogrudur!" sdyleminde bulunmustur. Nilay ifadenin dogrulugunu arastirirken stratejik olarak
diistindtigii 6rnekleri (kritik 6rnek) se¢mistir ve dortgenlerin karsilikli kenar uzunluklar: birbirleriyle
orantili olmasi durumunda ifadenin dogru olacagini savunmustur. Nilaymn bu genellemesi yanlis siireg
genellemesi olarak smiflandirilmistir. Bir yamukta bir kdsegenin olusturdugu iki ti¢cgenin alanlarmin
neden farkli olacagi soruldugunda Nilay: "Acilar1 farkhdir [{icgenlerin karsilikli i¢ agilarimi isaret
ederek] ve kenarlar1 orantili degildir" diye cevap vermistir. Nilayin bu sdyleminden anlasildig: {izere,
Nilaymn benzerlik durumlarini ifadenin belirleyici bir kosulu olarak gordiigii anlasilmistir. Nilayin
aksine Kemal, ayni alana sahip ti¢genleri elde etmede tiggen esligini ve {iggenlerin alan formiiliinii g6z
ontinde bulundurmustur.

Kemal: Bir dortgenin en azindan bir kisegeni onu diizgiin dértgenlerde aymi alana sahip iki
iicgene bilebilir. Ama burada diizgiin dértgen yazmyor. Ornegin, az once cizdigim sekil
diizgiin bir dortgen degil ve [kdsegen] alani ikiye bolmiiyor. Bir ii¢genin alani taban carpi
yiiksekligin yarisidir. Ucgenlerin tabanlart [Sekil 2'deki kisegenle olusturulan iicgenlere atifta
bulunularak] burada kisegendir, ancak yiikseklikler farklidir. Dolayisiyla, ii¢genlerin alanlari da
farklidr.

Sekil 2. Matematiksel ifade 3 i¢in Kemal tarafindan olusturulan ¢elisen 6rnek temsili

Kemal, diizgiin dortgenlerle neyi kastettigini sdyle agiklamistir: “... Bu dortgenlerde [diizgiin
dortgenlerde] tiggenler aynidir, kenarlar1 aynidir, alanlar1 da aynidir.” Kemal, kosegenlerin dortgeni iki
es licgene boldiigii dortgenlere, dikdortgen, kare veya paralelkenar gibi, diizgiin dortgen adim
vermistir. Daha sonra, diizgiin dortgen olarak adlandirdig: dortgenin bir kdsegeninin olusturdugu
tiggenlerin alanlarinin, kosegen tarafindan olusturulan {icgenler es oldugu takdirde ayni olmasi
gerektigini genellemistir. Her ne kadar diizgiin dértgen tanimi hatali olsa da Kemal’in ti¢gen esligine
dayanarak yaptig1 bu genelleme dogru olarak siniflandirilmigtir.

Tablo 6'da goriildiigii gibi, katilimcilarin ¢ogunun sunulan matematiksel ifadenin dogru olup
olmadigini belirlemekte zorlandig1 goriilmiistiir. Bir dikdortgenin gevresi ile alani arasinda her zaman
sabit bir iliskinin olmayacag1 sonucuna dogru bir sekilde varabilen 6grenciler sadece Kemal, Melike ve
Binnur olmustur.
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Tablo 6. Matematiksel ifade 4 igin Ogrenciler Tarafindan Olusturulan Ornek ve Genelleme Tiirleri

Dogrulayan Ornek Celisen Ornek  Dogru Sonug Yanlis Sonug¢ Dogru Siire¢ Yanlis Siireg
N.O. KO. G.O. NO. KO. G.O. Genellemesi Genellemesi Genellemesi Genellemesi

Demet - Kemal - Melike Kemal Kemal Demet Kemal Demet
Nilay Melike Nilay Binnur Nilay
Ceylin Binnur Ceylin Ceylin
Murat Murat Reyyan
Reyyan Reyyan

Melike

Binnur

Bu ii¢ 6grenci arasinda Kemal ve Binnur'un, ifadenin ne zaman yanlis olacagina iliskin dogru
bir genelleme yapabildigi goriilmiistiir. Binnur: "Bir dikdortgenin her iki kenar uzunlugu artarsa alani
da artar. Ancak dikdortgenin bir kenar uzunlugu azalirsa, o zaman ifade yanlis olabilir, yani sonug
olarak alani azalabilir" ifadesi ile matematiksel ifade 4’tin hangi durumlarda yanlis olacagina yonelik
dogru bir genellemede bulunmustur. Binnur iddiasinda hakli olmasma ragmen, iddias1 durumlar
arasindaki bicimsel analizden uzak tamamen sezgisine dayali olusturulmustur. Binnur: "Kenar
uzunlugu 10 cm ve genigligi 5 cm olan bir dikdoértgen olsun. Uzunlugu 2 cm azaltirsak ya da 7 cm
azalacagini diisiiniirsek, bu kenarin uzunlugu 3 cm olacak. Genisligi artacak ve 7 cm olsun. Boylece
alani degisecek" diyerek celiskili bir 6rnek olusturmaya ¢alismistir. Ancak, Binnur'un 6nerdigi bu 6rnek
matematiksel ifadeyi cliriitmek yerine ifadeyi dogrulayici bir 6rnek gorevi gérmiistiir. Bunun tizerine,
Binnur ne sundugu 6rnegi matematiksel olarak analiz etmeye calismis ne de bu 6rnek yerine ifade ile
celisen yeni bir 6rnek 6nermeye ugrasmistir. Aksine, Binnur sezgisine dayali olarak olusturdugu bu
genellemenin dogru oldugu konusunda siiphe etmemistir.

Kemal: “... yanlistir. Mesele su ki, iki dikdortgende bir kenar uzunlugu ayni oldugunda,
dikdortgenin diger kenar uzunlugu, cevreyi artirmak igin 6lgii olarak artirilmalidir. Bu durumda, bu
[ifade] dogrudur. Ancak kenarlardan birini azaltirsak, bu her zaman dogru olmayabilir. Yani, 6rnegin,
bir dikdortgenin kenarlarinin 3 ve 2 oldugunu varsayalim. Bir kenar1 artirir ve 5 yaparsam ve diger
kenar1 azaltirsam, 1 yaparsam, gevre artar, ancak alan azalir” ifadesi ile dogru bir siire¢ genellemesi
olusturmus ve olusturdugu bu genellemeyi agiklamak amaciyla ifadenin yanhs oldugu bir durumu
Orneklendirmistir.

K.

>
6 2 1
10 12

Sekil 3. Matematiksel ifade 4 i¢cin Kemal’in olusturdugu gelisen 6rnek temsili

Calismaya katilan ¢ogu 0grenci, alan ve gevre arasinda sabit bir iliski oldugunu savunmus ve
bu durum, &grencilerin matematiksel ifade 4 igin yanlis bir genelleme yapmalara yol a¢muistir.
Ornegin, Nilay: "Bir dikdo6rtgenin ¢evresi, dort kenarin toplamidir. Bu durumda, gevre arttiginda kenar
uzunluklar1 da artmalidir. Bir dikdortgenin iki kenar uzunlugunun ¢arpimi bize dikddrtgenin alanim
verir. Kenar uzunluklari arttig i¢in alan da artar" sdylemi ile alan ve gevre arasinda sabit bir iligki
oldugunu savunmustur. Nilay, diger 6grenciler gibi, Stavy ve Tirosh'un (1996) " Daha Cok A - Daha
Cok B" olarak adlandirdigi sezgisel kurala dayanarak olusturdugu yanlis genellemesini
gerekgelendirmigtir. Bu genelleme, bir dikdortgenin her iki veya yalmzca bir cift karsi kenarmin
artirilmasi durumu igin dogru olabilir, ancak her zaman dogru degildir (bkz. Sekil 3).

57



Egitim ve Bilim 2025, Cilt 50, Say1 222, 45-66 Z. Zeybek Simsek ve E. Kiligoglu

Ogrenciler Tarafindan Olusturulan Argiiman Tiirleri

Ogrenciler tarafindan olusturulan tiim argiiman tiirleri kiimiilatif olarak Tablo 7’de
sunulmustur. Tabloda goriilebilecegi gibi, Ogrenciler genellemelerini kamitlamak igin argiiman
olusturmakta zorlanmuslardir. Ogrenciler genellikle ya hig argiiman olusturmamis ya da genel
geleneksel bir matematiksel argiiman olarak degerlendirilemeyen argiimanlar olusturmuslardir.

Tablo 7. Ogrenciler Tarafindan Olusturulan Argiiman Tiirleri

Argiiman Yok  Yanlis Argiiman Empirik Empirik Olmayan  Geleneksel

Argiiman Argiiman Argiiman
M.11 Melike Demet Murat
Binnur Reyyan Kemal
Nilay
Ceylin
M2 Melike Kemal
Binnur
Ceylin
Nilay
Demet
Murat
Reyyan
M.i3 Ceylin Nilay Demet Murat Kemal
Binnur Melike
Reyyan
M.14 Binnur Demet Melike Kemal
Nilay
Ceylin
Reyyan
Murat

Not. ML.I. Matematiksel ifade icin kullanilmustur.

Matematiksel ifade 3 i¢in Demet, ifadenin her dortgen igin her zaman dogru olmayacag:
sonucuna varmis ve gegerli bir celisen 6rnek olusturabilmistir (bkz. Sekil 4). Ancak, Demet ¢izdigi bu
dortgendeki kosegenlerin dortgeni ayni alana sahip iki tiggene neden ayirmayacagim agiklamakta ve
gecerli bir kanit olusturmakta zorlanmustir.

Sekil 4. Matematiksel ifade 3 i¢cin Demet’in olusturdugu celisen 6rnek temsili

Demet: Ornegin, iicgenlerin kenar uzunluklarmi kontrol edebiliriz. Yalmzca kenar
uzunluklarini élcersek veya kenar uzunluklarim bilirsek emin olabiliriz. Bu gekildeki ii¢genler
[Sekil 4'teki dortgene atifta bulunarak] farkl goriinecektir, biri daha kiiciik digeri daha biiyiik
goriinecektir. Su anda herhangi bir dlciim sonucu olmadan emin olamayiz.

Demet, {i¢genlerin kenar uzunluklar1 bilinmeden alanlarin aynmi olup olmadiginin
bulunamayacagimi savunmustur. Demet'in genellemesini gerekgelendirmek icin 6l¢iim sonuglaria
(yani kenar uzunluklarina) giivenme egilimi empirik argiiman olarak smiflandirilmistir. Ote yandan
Melike, matematiksel ifade icin olusturdugu genellemesini gerekcelendirmek igin iiggenin alan
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formiiliine dayali bir argiiman gelistirmistir ve bu argiiman geleneksel argiiman olarak
siniflandirilmistir.

Melike: Bu ifade diizgiin dértgenler icin dogru olurdu ancak, diizgiin olmayan dortgenler icin
yanlig olur. Diizgiin bir dortgende bir kisegen dirtgeni iki es iicgene biler. Ancak diizgiin
olmayan dortgenlerde bu dogru olmayabilir. Ornegin, genel bir dortgeni su sekilde cizebilirim
(Sekil 5). Burada kenarlar ve acilar farkli olur. Bu dortgen icin ifade dogru olmaz.

Sekil 5. Matematiksel ifade 3 i¢in Melike’'nin olusturdugu celisen 6rnek temsili

Goriigmeci: Bunu nasil kanitlarsin?

Melike: Bu ii¢cgenlerin yiikseklikleri farkli ama tabanlar: aym, kosegenleri. Dolayistyla bu
durumda ii¢genlerin alanlar: farkls olur.

Ogrencilerin olusturduklari 6rnek ve genelleme tiirleri ile gelistirdikleri argiimanlar arasinda
olas1 bir iligkinin olup olmadig: gelecek boliimde irdelenecektir.

Ornek Tiirleri ile Ogrencilerin Olusturdugu Genelleme ve Argiiman Tiirleri Arasindaki Iliski

Bu ¢alismanin sonuglari, 6grencilerin sunulan matematiksel ifadelerin ¢cogu icin gelisen 6rnekler
Onermede ve bu oOrneklerin sonuglarindaki ayniligin genellemesine ulasmada (sonu¢ genellemesi)
basarili olduklarini gostermistir. Ancak, 6grencilerin siire¢ genellemelerine ulasmada ve matematiksel
arglimanlar olusturmada o kadar basarili olmadiklar1 goriilmiistiir (bkz. Tablo 3, 4, 5, 6 ve 7).
Ogrencilerin bireysel goriismelerde sunulan ifadelerin dogrulugunu/yanlighgini aragtirmak icin
olusturduklar1 6rnek tiirleri ile olusturulan genelleme ve argiiman tiirleri arasinda bir iliskinin oldugu
ongoriisiinde bulunulmustur. Bu calismanin bulgulari, kritik ve geleneksel 6rnekler olarak kodlanan
Ornek tiirlerini Oneren 6grencilerin, siire¢ genellemeleri {iretmede ve empirik olmayan veya geleneksel
arglimanlar olusturmada daha basarili olduklarini gostererek bu ongoriiyii desteklemektedir. Benzer
olarak, rastgele secilen Ornekler olusturan Ogrencilerin (naif ornekler) onerdikleri bu Ornekler
arasindaki yapisal iligkileri belirlemede ve bu iligkileri kullanarak argiimanlar olusturmada zorluk
cektikleri goriilmiistiir. Ornek tiirleri ile 6grencilerin olusturduklari genellemeler ve/veya argiimanlar
arasindaki iliskiyi daha iyi agiklayabilmek i¢in Binnur ve Kemal 6zel durumlari bu boliimde daha
ayrintili olarak ele almacaktir.

Tablo 8. Binnur Tarafindan Olusturulan Ornek, Genelleme, Argitiman Tiirleri

Destekleyen ) .. Sonu Siire . . .

Orneker Gelisen Ornelder Genellerflesi Genellefnesi Argitman Tirleri
M.L1 N.O. N.O. Dogru - Argiiman yok
M.1.2 N.O. N.O. Dogru - Argiiman yok
M.i3 N.O. N.O. Dogru - Argiliman yok
M.1.4 N.O. N.O. Dogru Dogru Argiliman yok

Tablo 8, Binnur'un matematiksel ifadeler icin naif Ornekler olarak kodlanmig ornekler
onerdigini gostermektedir. Tablo 8 ayrica Binnur'un dogru sonug genellemeleri olusturmada bagarili
olurken, son matematiksel ifade disinda siire¢ genellemesi olusturmada basarili olmadigini kanitlar
niteliktedir. Binnur’un, goriismeler esnasinda sunulan matematiksel ifadeler i¢in olusturdugu 6rneklere
bakarak ve bu Ornekler arasindaki sonuglarin ayniligini belirleyerek genelleme olusturma siirecinde
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basarili oldugu goriilmiistiir. Ancak, Binnur olusturdugu orneklerin &zelliklerine odaklanarak bir
genelleme yapma konusunda ayni basarty1 gosterememistir. Tablo 8'de goriildiigii gibi Binnur'un,
goriisme esnasimnda olusturdugu genellemeleri gerekgelendirmek amaciyla argiiman olusturamadig:
dikkat cekmektedir.

Tablo 9. Kemal Tarafindan Olusturulan Ornek, Genelleme, Argiliman Tiirleri

Destekleyen ) .. Sonu Siire . . .

Orneker Celigen Ornekler Geneller‘liesi Genellergnesi Argliman Tiirleri

M.1 G.O. G.O. Dogru Dogru Empirik olmayan
M.i2 G.O. K.O. Dogru Dogru + Yanlis Geleneksel
M.13 G.O. G.O. Dogru Dogru Geleneksel
M.14 G.O. G.O. Dogru Dogru Geleneksel

Kemal ise, cogunlukla bireysel goriismelerde sunulan matematiksel ifadeler icin geleneksel
ornekler onermis ve siire¢ genellemelerine ulasmada ve geleneksel argiimanlar olarak kodlanmis
argiimanlar olusturmada daha basarili olmustur. Ogrencilere yénelik tiim bu bulgular, gelecek
boliimde giincel literatiir 15181nda tartisilmistir.

Tartisma

Bu calismada matematiksel olarak tiistiin yetenekli 6grencilerin dogrulayan ve gelisen drnekler
olusturabilecekleri matematiksel ifadelerle karsilastiklarindaki akil yiiriitme siireglerinin arastirilmasi
amaclanmistir. Hem dogrulayan hem de ¢elisen drneklerin onerilebilecegi ifadelerin, karsit bir 6rnek
Onermenin Otesine gecen Ogrenci davramislarini incelemek icin verimli bir zemin olusturabilecegi
diislintilmiistiir. Bu nedenle bu ¢alismanin amac iki yonliidiir: (1) 6grencilerin hem dogrulayan hem
de celisen orneklerin onerilebilecegi matematiksel ifadelerin dogrulugunu/yanhshgmi incelerken
olusturdugu orneklerin, genellemelerin ve gerekgelerin tiirlerini analiz etmek ve (2) 6grencilerin
onerdigi ornek tiirleri ile olusturduklar: genellemeler ve argiimanlar arasindaki iliskiyi arastirmak.

Arastirmacilar her zaman dogru olmayan matematiksel ifadelerin, Ogrencilerin empirik
arglimanlarin gegerli bir kanitlama yontemi olarak sinirliliklarinin farkina varmasinda 6nemli bir arag
gorevi listlenebilecegini dnermektedirler (Ball vd., 2002). Bu ¢alisma, bu tiir matematiksel ifadelerin
ayn1 zamanda Ogrencilerin ¢esitli Ornekler olusturmasina, Ornekler arasindaki yapisal iligkileri
aragtirmasina ve genellemeler ile argiimanlar ingsa etmesine yardimci olabilecegini gostermistir. Hem
dogrulayan hem de celisen 6rneklerin bulundugu matematiksel ifadeler, katilimc1 6grencilerin gesitli
Ornekler olusturmasy, gesitli genellemelerde bulunmasi ve argiimanlar olusturmasi i¢in verimli bir arag
gorevi listlenmistir (bkz. Tablo 3, 4, 5, 6 ve 7). Bu nedenle bu tiir ifadelerin, 6grencilerin matematiksel
varsayimlar olusturmalari, bu varsayimlari degerlendirmeleri ve varsayimlarini dogrulamak veya
criitmek igin gesitli akil yiirtitme yontemleri kullanmalarina yonelik yapilan ¢agrilarin (CCSSM, 2010;
NCTM, 2000) matematik smiflarma aktarilmasinda etkili bir ara¢ gorevi {istlenebilecegine
inanilmaktadir. Pek ¢ok arastirmact Ogrencilerin matematiksel varsayimlar olusturdugu,
degerlendirdigi, gelistirdigi ve bu varsayimlar1 kanitladigi veya c¢liriittiigii siuf ortamlarimi,
matematiksel olarak yetenekli 6grencilerin entelektiiel ihtiyaglarini karsilamak igin gerekli zengin
O0grenme firsatlar1 olarak savunmaktadirlar (Berg ve McDonald, 2018; Leikin, 2021; Sriraman, 2004). Bu
calismada kullanilan matematiksel ifadelerin farkli bir 6grenci grubuna uygulanmasi durumunda
bulgularin farkli olacag: diistiniilebilir. Bu tiir endiselerin énemli bir noktaya dayandigi kabul edilse
de, bu ¢alismanin sonuglarini tiim 6grencilere genellenmek gibi bir amaci olmadigini belirtmek gerekir.
Yine de bu tiir matematiksel gorevlerin, tiim Ogrencilerin matematiksel diisiinme ve akil yiiriitme
becerilerini gelistirmeleri igin zengin bir 6grenme firsati sunabilecegine inanilmaktadar.
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Karsit 6rnekleri kavramsal degisimi saglamak icin bilissel ¢atisma yaratma amaciyla bir 6gretim
araci olarak kullanma, arastirmacilar ve egitimciler arasinda yaygin olarak benimsenmistir (Gal, 2019;
Zaskis ve Chernoff, 2008). Zaskis ve Chernoff (2008) farkli tiirdeki karsit orneklerin, biligsel catisma
yaratma ve bu biligsel catisma ile basa ¢ikma giiciinde degiskenlik gosterebilecegini belirtmislerdir. Bu
calisma celisen bir 6rnekle karsilasmanin her zaman bilissel bir catisma yaratmadigini veya 6grenciler
igin kavramsal bir degisim saglamadigini belgelemektedir. Ornegin Ceylin matematiksel ifade 2'ye
iliskin yaptig1 genellemede celiskili bir Ornekle karsilasmistir: “Bu [Onerdigi Ornekler] ifadeyi
destekliyor! Ama ben bunun [ifadeyi] desteklemedigi bir durum bulmak istedim. 2/1 olsun, ya da 2/3
ve 9/3, bunlar1 deneyelim!” Ceylin'in ifadesinde de goriildiigii gibi, gelisen 6rnekler olarak Snerdigi
ornekler, aslinda sunulan matematiksel ifadeyi dogrulamistir. Ancak Ceylin, orijinal iddiasmi terk
etmek veya degistirmek yerine, ifadeyi ciiriiten bagska 6rnekler bulmaya ¢alismistir. Benzer sekilde,
Binnur da “...eger bir kenar kisalirsa, o zaman ifade yanlis olabilir, yani alan azalabilir” ifadesindeki
genellemeyi dogrulamak i¢in bir 6rnek 6nermeye calismis ancak, 6nerdigi 6rnek iddiasi ile ¢eligsmistir:
“Diyelim ki uzunluk 10 cm ve genislik 5 cm. Uzunlugu 2 cm veya 7 cm azaltirsak, o zaman uzunluk 3
cm olacak, genislik artacak ve 7 cm olacak ve alani degisecek”. Ceylin ve Binnur'un 6nerdigi 6rneklerin
beklenmedik sonuglariyla ortaya gikan bilissel ¢atisma, baslangictaki iddiadan matematiksel olarak
daha saglam bir iddiaya gegis saglamamistir (Zaskis ve Chernoff, 2008). Ceylin ve Binnurun bu
calismada sunulan matematiksel ifadeler igin 6nerdigi Ornek tiirlerine bakildiginda, ¢ogu zaman
rastgele secilmis ornekler onerdikleri goriilmektedir (naif ornek). Gal (2019), bilissel bir ¢atismayla
ylizlesmemek veya catismayi egitimcilerin ongordiigii sekilde ¢6zememenin altinda yatan nedenler
olarak formal akil yiiriitmede yasanan zorlanmalar veya verilerin kavramsal olarak anlasilmamasi gibi
cesitli parametrelere isaret etmistir (s. 241). Katihmci Ogrencilerin 6rnek kullanimlar1 daha
derinlemesine analiz edildiginde, Ogrencilerin Ornek Onerme ve bilissel catismayr ¢ozme
davranislarinin benzer oldugu goriilmiistiir. Hem Ceylin hem de Binnur, énerdikleri 6rnekler 6nerme
amaglar: ile celistiginde bu ornekleri goz ardi etme egiliminde bulunmuslardir. Baska bir deyisle,
onerdikleri 6rneklerin beklenmedik sonuglarinin altinda yatan nedenleri daha fazla analiz etme ¢abasi
gostermemislerdir. Benzer sekilde, matematiksel ifadeleri dogrulamak veya desteklemek icin 6rnek
secerken entelektiiel merak eksikligi sergilemislerdir. Hadamard (1945) ayirt etme veya se¢me
yetenegini matematiksel yaraticiik olarak tanimlamaktadir. Bu tanum dikkate alindiginda, 6rnek
secerken daha titiz davranan katilimc 6grenciler daha yaratic1 olarak nitelendirilebilir. Bu nedenle
matematiksel yaraticiligin, bilissel bir ¢atismayla karsilasilmasi veya biligsel ¢catismanin ¢oziimlenmesi
siirecinde bir parametre olarak rol aldig: diistiniilmektedir.

Bu calismanin bulgular sezginin, bilissel ¢atisma ile karsilasma veya ¢oziimleme siirecinde ne
kadar o6nemli bir rol oynadigmi gostermistir. Ben-Zeev ve Star (2001), sezgiyi klasik sezgici
perspektiften “...cevap hemen kendiliginden belirgin hale gelir” (s. 5) seklinde tanimlar. Matematiksel
ifade 4 igin, bes 6grenci—Demet, Nilay, Ceylin, Reyyan, Murat—bir dikdoértgenin cevresi ile alani
arasinda sabit bir iliski oldugunu “bir dikdortgenin cevresi artarsa, alami da artar” ifadesi ile
genellemislerdir. Stavy ve Tirosh (1996), bu sezgisel genellemeyi “Daha A—Daha B” olarak
adlandirmistir. Nilay: “Bir dikdortgenin iki kenar uzunlugunun ¢arpimi bize dikdortgenin alanini verir.
Kenar uzunluklari arttikca, alan da artar” ifadesiyle “Daha A —Daha B” sezgisel kuralina dayanarak
onerdigi yanlis siire¢ genellemesini gerekcelendirme ¢abasinda oldugu ¢alismanin bulgular1 arasinda
yer almigtir. Bu nedenle sezginin 6grencilerin matematiksel gorevleri hatali genelleme egilimlerinin bir
parametresi olarak degerlendirilebilecegi géz Oniinde bulunduruldugunda, sezginin aynmi zamanda
argliman olusturma siirecinde de 6nemli bir rol oynadigini belirtmek yanlis olmayacaktir. Her ne kadar
Yopp (2015) bu tiir yarutlar1 sorunlu olarak degerlendirse de bu galismada, yanlhs argiimanlarin
ogrencilerin matematiksel akil ytiriitmelerinin dnemli bir yoniinii olusturdugu kabul edilmigtir. Péter-
Szarka (2012) benzer bir tema ile yanhs yanitlarin 6grencilerin matematiksel akil yiiriitme becerilerini
gosterdigini ve bu becerilerin akil yiiriitmelerinin 6nemli bir pargasini olusturdugunu savunmustur.
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Bu ¢alismanin bulgulari, farkli 6rnek tiirlerinin 6grencilerin genelleme eylemlerinde 6nemli
rollere sahip oldugunu gostermistir. Bu ¢alismadaki 6grenciler, matematiksel ifadeler icin genellikle
dogru sonu¢ Oriintli genellemeleri olusturmuslardir. Yani, Ogrenciler ¢eligkili Orneklerle
karsilastiklarinda ifadelerin yanlis oldugu sonucuna varabilmislerdir. Ancak, geleneksel 6rnekler
olarak kodlanan ornekleri olusturan 6grencilerin, yalnizca sonug oriintii genellemeleri olusturmakla
kalmadigl, ayni zamanda siireg oriintii genellemeleri de olusturabildikleri goriilmiistiir. Yani,
matematiksel ifadelerin dogrulugunu kanitlarken geleneksel ornekler kullanan ogrenciler, ifade
kosullarini daha iyi analiz edebilmiglerdir. Ornegin, Kemal, “...Bu [Matematiksel ifade 2] her zaman
ayni paydalara sahip kesirler i¢in dogrudur. Sebebi, pay ile payda arasindaki farkin daha kiigiik
olmasidir. Bu durum kesrin, tama yakin oldugunu ve dolayisiyla daha biiyiik olacag: anlamina gelir”
seklinde bir genellemede bulunmustur. Bu c¢alismanin bulgulari, 6rnek tiirlerinin 6grencilerin
genelleme eylemleri ve olusturduklari genelleme tiirleri agisindan bilgilendirici oldugunu gostermistir.
Ozellikle geleneksel drnekler olarak kodlanan 6rnekleri olusturma siirecinde bircok iliskilendirmenin
devreye girdigi goriilmiistiir. Boylece Ogrencilerin 6nerdigi ornekler, yalmizca kavramlarin nasil
anlamlandirildigini aydinlatmakla kalmamus, ayni zamanda 6grencilerin olusturdugu genelleme tiirleri
hakkinda da 6nemli bilgiler sunmustur. Matematiksel “iliski arama ve kullanma” (CCSSM, 2010, s. 8)
cagrisinin, Ogrencilerin geleneksel ornekler olusturdugu durumlarda daha belirgin hale geldigi
gorilmiistiir.

Stylianides ve Stylianides (2009), kanit semalarinin Ogrencilerin matematiksel ifadeleri
dogrulama i¢in kullandiklar1 6rnek uzaylarinin bir yansimasi oldugunu 6ne siirmiistiir. Bu ¢alismanin
bulgulan ise, 6grencilerin 6nerdigi ¢rnek tiirlerinin, 6grencilerin kamit semalar1 ve olusturduklari
genellemeler acisindan bilgilendirici oldugunu gostermistir. Katilime1r 6grenciler, bireysel
goriismelerde kullanilan tiim matematiksel ifadeler igin (son matematiksel ifade haric) gecerli gelisen
ornekler onermisler ve ifadelerin yanls oldugu sonucuna varabilmislerdir. Ancak, tiim 6grenciler
olusturduklar1 6rneklerin ortak unsurlarimi belirlemede veya bu 6rnekler arasindaki yapisal iligkileri
tanimlamada ayni derecede basarili olamamislardir. Sonu¢ olarak, calismaya katilan 6grencilerin
olusturduklar1 genellemeleri kanitlamak icin gecerli matematiksel argiimanlar olusturmakta her zaman
ayni derecede basarili olamadig1 goriilmiistiir (bkz. Tablo 7). Ornegin, Ceylin ve Binnur, sunulan
matematiksel ifadeleri dogrularken genellikle naif Ornekler olarak kodlanan Ornekler &nermis ve
genellemeleri i¢in argiiman olusturmada daha az basarili olmuslardir. Buna karsilik, matematiksel
ifadeleri dogrularken cogunlukla geleneksel ornekler kullanan o6grenciler, empirik olmayan ve
geleneksel arglimanlar olarak smiflandirilan argiiman olusturmada daha basarili olmuslardir.
Matematiksel ispat olusturma siirecinin oldukca zorlayici bir gorev oldugu ve argiimantasyon bilgisi
(Harel ve Sowder, 1998; Stylianides ve Stylianides, 2009) ve matematiksel kayitlar (Epp, 2003; Mata-
Pereira ve da Ponte, 2017) gibi farkli parametrelerden etkilendigi géz 6niinde bulunduruldugunda,
ogrencilerin argiiman gelistirme davranislariyla ilgili bilgilendirici faktorleri bilmenin énemli oldugu
diistintilmektedir.
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Oneriler

Bu ¢alismanin amaci, matematiksel olarak iistiin yetenekli 6grencilerin matematiksel bir ifade
i¢in hem dogrulayan hem de gelisen 6rneklerle karsilastiklarinda nasil akil yiiriittiiklerini incelemektir.
Calismada hem dogrulayan hem de ¢elisen 6rneklerin ileri siirtilebildigi ifadelerin bilissel catismaya
yol agabilecegi ve Ogrencilerin ¢esitli ornekler, genellemeler ve gerekgelendirmeler (karsit 6rnek
sunmanin Stesine gecen girisimler) ileri siirmelerine yol agan entelektiiel meraklarini destekleyebilecegi
varsayllmistir. Calismanin bulgulari bu tiir matematiksel ifadelerin, gesitli drnekler olusturma, 6rnekler
arasindaki yapisal iliskileri arastirma ve genellemeler ve argiimanlar gelistirme i¢in gerekli oldugunu
gostermistir. Bu ¢alisma, sekiz matematiksel olarak {istiin yetenekli 6grenci ile gerceklestirilmistir. Bu
durum, bir siuirhilik olarak degerlendirilebilir. Bu nedenle hem dogrulayan hem de celisen 6rnekler
iceren matematiksel ifadelerin 6grencilerin 6rnek, genelleme ve gerekge olusturma siireglerini tesvik
edip etmedigini gormek icin calismanin farkli gruplarla (farkli akademik basariya sahip 6grenciler) ve
farkl ortamlarda (kii¢iik grup miilakatlar) yinelenmesi dnerilebilir.

Bu ¢alismanin bulgular1 katilimcilarin karsit 6rneklerin neden oldugu biligsel catismayla farkh
sekillerde basa giktiklarim da gostermistir. Ornegin, Ceylin ve Binnur karsit drnegi gormezden gelirken,
Kemal orneklerin ifadeyi neden celiskiye diisiirdiigiinti anlamak i¢in daha fazla arastirma yapma
egilimi gostermistir. Calismalar, bilissel catismay1 goz ardi etme veya ¢dzmeme nedenleri arasinda
formal akil yiiriitmede yasanan zorluklar, sezgi eksikligi veya verileri anlama yetersizligini iceren gesitli
faktorler siralamislardir. Bu ¢alismanin bulgulari, ¢calismada kullanilan matematiksel ifadelerin icerdigi
kavramlarin anlasilmasindan kaynakli zorluklarin da Ogrencilerin bilissel catismayla basa ¢ikma
siireglerini etkileyen bir diger unsuru olusturabilecegini gostermistir. Ancak ¢alismanin amact ve
¢alismada kullanilan veri kaynaklar1 géz 6niinde bulunduruldugunda, igerik bilgisinin bilissel ¢catisma
ile basa ¢ikma yollar {izerindeki etkilerini arastirma ¢alismanin kapsami disindadir. Bu nedenle, bu
konuyu daha derinlemesine incelemek i¢in yeni ¢alismalarin planlanmasi 6nerilebilir.

Ayrica, bu ¢alismanin bulgulari, 6grencilerin onerdigi ornek tiirlerinin, ogrencilerin kanit
semalar1 ve genelleme tiirleri hakkinda bilgilendirici oldugunu gostermistir. Bu nedenle, 6grencilerin
olusturdugu Ornek tiirlerinin, 6grencilerin kanit semalarini tesvik etmek ve analiz etmek igin bir
Ogretim ve/veya arastirma araci olarak degerlendirilmesi onerilebilir.
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