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Egitim ve Bilim ted

Cebirsel Ispat Yapma Siirecinin Biligsel Acidan Incelenmesi: Bir Karma

Yontem Arastirmasi
Mesut Oztiirk !, Abdullah Kaplan 2

Oz

Bu calisma ortadgretim matematik Ogretmenleri ve 6gretmen
adaylarinin cebirsel ispatlari yapma siireglerini biligsel agidan
incelenmek amaciyla yapilmistir. Calismada karma arastirma
yontemlerinden agiklayic ardisik desen kullamilmistir. Tiirkiye nin
dogusunda bir ilde gorev yapan ortadgretim matematik
O0gretmenleri ve aym ilde 6grenim goéren ortadgretim matematik
Ogretmen adaylar1 bu g¢alismanin 6rneklemini olusturmaktadir.
Calismanin nicel verileri ”ispat Yapma Becerisi Teshis Testi” ile
toplanmistir. Nitel veriler ise katilimcilardan sesli diisiinme
protokolii yoluyla toplanmistir. Sesli diisiinme protokoliinde
etkinlik kartlar1 ve gozlem formu kullanulmistir. Etkinlik
kartlarinda bir cebir Onermesi yazilmis ve katilimcilardan
Onermeyi ispatlamalar1 istenmistir. Calismada iki farkli etkinlik
karti kullanmilmigtir. Katilmar etkinlik karti ile mesgul olurken,
formu yardimiyla arastirmact
tarafindan gozlem yapilmistir. Calismada elde edilen nicel verilere

yari-yapilandirilmis  gozlem

betimsel ve kestirimsel istatistik; nitel verilere ise igerik analizi
uygulanmistir. Nicel verilerden elde edilen bulgular matematik
O0gretmenlerinin ispat yapma becerisi puanlarinin 6gretmen
adaylarimin puanlarindan daha yiiksek oldugunu gostermistir.
Nitel verilerin analizi sonucunda bilissel beceriler ve st bilissel
beceriler olarak iki temaya ulasilmistir. Bilissel beceriler temasinda
ispat Onermesini okuma, dogrulugunu degerlendirme, strateji
belirleme, islem siireci ve sezgisel kestirme yollar1 olarak bes
kategori bulunmustur. Ust bilissel beceriler temasinda islemleri
kolaylastirma, sorgulama, farkindalik, planlama, strateji belirleme,
kontrol etme, iliskilendirme ve analojik akil yiiriitme olarak sekiz
kategori tespit edilmistir.

Anahtar Kelimeler

Matematiksel ispat
Bilis

Ust bilis

Ispatlama

Cebir

Karma calisma

Makale Hakkinda

Gonderim Tarihi: 14.09.2017
Kabul Tarihi: 10.05.2018
Elektronik Yayin Tarihi: 18.12.2018

DOI: 10.15390/EB.2018.7504

* Bu makale Mesut Oztiirk'iin Abdullah Kaplan damismanliginda yiiriittiigii "Matematik 6gretmeni ve 6gretmen adaylarmin ispat yapma

stireglerinin bilissel agisindan incelenmesi" baglikli doktora tezinden tiretilmistir.

1© Bayburt Universitesi, Egitim Fakiiltesi, Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Boliimii, Tiirkiye, mesutozturk@live.com
2 ® Atatiirk Universitesi, Kazim Karabekir Egitim Fakiiltesi, Matematik ve Fen Bilimleri Egitimi Boliimii, Tiirkiye, kaplan5866@hotmail.com

25


mailto:mesutozturk@live.com
mailto:kaplan5866@hotmail.com
https://orcid.org/0000-0002-2163-3769
https://orcid.org/0000-0001-6743-6368

Egitim ve Bilim 2019, Cilt 44, Say1 197, 25-64 M. Oztiirk ve A. Kaplan

Giris

Matematik egitimi igin ispat onemli bir kavramdir. Ciinkii ispat matematiksel ifade, formiil
veya teoremlerin gerekgelerinin goriilmesini saglayarak matematiksel kavramlarin anlasilmasini
kolaylagtiracaktir (Berggren, 1990; Solow, 2014). Ayrica ispat bireylerin zihinsel siireclerini olumlu
yonde etkileyerek matematiksel akil yiiriitme ve analitik diisiinme becerilerinin gelistirilmesine katki
sunacaktir (National Council of Teachers of Mathematics [NCTM], 2000, s. 56; Rice, 2014). ispatm ileri
diizey bilgi ve iist diizey bilissel beceri gerektiren bir siire¢ oldugu goz 6niine alindiginda (Duval, 1999),
ispat1 anlayarak yapmanin 6grenciler ve dgretmenler icin kolay olmadigi anlasilmaktadir (Aljaberi,
2014). Bu nedenle ispat yapmak i¢in, bireyler kuramsal bilgi eksigini giderdikten sonra, biligsel ve tist
bilissel becerilerini ise kosmalidirlar (Zazkis, Weber ve Mejia-Ramos, 2016). Ciinkii ispat yapma stireci
igin 6nemli olan bazi olgular (bir Oonermenin nig¢in dogru olduguna veya genellemeye ulasip
ulasamadigina karar verme, islemleri neden yaptifini bilme) biligsel ve iist biligsel beceriler
gerektirmektedir (Ozsoy, 2008). Bu baglamda ispat yapma siirecinin biligsel acidan incelenmesi,
bireylerin ispat yaparken kullandiklari diisiinme siireclerini agiga ¢ikaracagindan ispat yapmanin
ogrenilmesine yardimar olabilir. Nitekim Selden ve Selden (2015) ispatin iyi 6grenilmesi ve 6gretilmesi
igin ilk olarak ispat yapma siirecindeki biligsel faktorlerin belirlenmesi gerektigini belirtmiglerdir. Ispat
yapma siirecini biligsel olarak incelemek ispat Ogretimi icin teorik cerceve olusturmada yardimci
olacaktir. Ciinkii bireylerin 6nermeyi okumalarindan yaptiklari ispati degerlendirmelerine kadar olan
slirecin ortaya konulmasi, bu siiregte onlarin hangi becerilerini ise kostugunu agiga gikararak ispat
yapma siireglerinin anlagilmasin saglayacaktir.

Matematiksel Ispat

Matematik egitiminde ispat, dogrulugu daha Onceden gosterilmis olan Onermelerin
dogruluguna veya yanlishgma 6grencileri ikna etmedir (Aydogdu-iskenderoglu, 2016). Matematiksel
ispat yapma siireci ispatlama olarak adlandirilmaktadir. Yildirim (2000) ispatlamay1 “Bir yargi, sav ya
da sonucun dogrulugunu (ya da yanlishigini) yeterli kanit gostererek kabul ettirme ¢abasidir” seklinde
tanimlamistir. Cebirsel ispat, matematiksel gecerligi olan yollarla gerekli mantiksal ¢ikarimlar: yapip
sembolik ifadeler (matematiksel notasyonlar) kullanarak ispat yapma olarak agiklanabilir (Arslan ve
Yildiz, 2010. Matematikte herkesin bilgisi, akil yiiriitmesi ve diisiincesi farkl1 oldugundan matematiksel
ispatlamalarda kullandiklar1 yollar da farklilasmaktadir. Bireylerin ispatlama siirecinde kullandig1
farkli yollar genel olarak ispat semalar1 olarak adlandirilmaktadir (Sowder ve Harel, 1998). Harel ve
Sowder (1998) ispat semalarimi “Digsal ispat semas1”, “Deneysel ispat semas1” ve “Analitik ispat
semas1” olarak tige ayirmustir. Bu semalar altinda ritiiel, otoriter, sembolik, tiimevarimsal, algisal,
doniisimsel ve aksiyomatik ispat semalarma gore Ogrencilerin ispatin dogrulugunu
degerlendirdiklerini belirlemistir. ispat bir durumun dogru oldugunu séylemenin yaninda, ni¢in dogru
oldugunu aciklamay1 gerekli kildigindan (Almeida, 2000) ileri diizeyde bilissel beceri kullanmay:
gerektirerek (Fitzgerald, 1996; Senk, 1985); matematiksel diisiinmeyi gelistirir (Berggren, 1990; Solow,
2014).

Ispat ve Matematiksel Diisiinme

Matematiksel diisiinme; akil yiiriitme, problem ¢6zme, soyutlama ve muhakeme etme gibi
becerileri i¢inde barindiran zihinsel temsil siiregleri olarak adlandirilabilir (Solso, Maclin ve Maclin,
2014; Yildirim, 2000). Matematiksel diisiinme yollarindan bazilari sezgisel kestirme yollari, analojik akil
ylriitme, yaratict diisiinme, tiimevarimsal akil yiiriitme, timdengelimsel akil yiiriitmedir. Sezgisel
kestirme yollari, problemin daha hizli ve kolay ¢oziimiinii saglamak i¢in islem sayisini azaltmaya
yonelik yapilan islemler olarak tanimlanir. Bu yollar karar verme ve sonug ¢ikarmada siklikla kullanilir
(Plotnik, 2009). Ancak sonucu garanti etmezler hatta bazen sonugtan uzaklastirabilirler (Bruning,
Schraw ve Norby, 2014). Analojik akil yiiriitme, eskiden kullanilan ve dogru sonuca ulastiran ¢6ziim
yolunun yeni karsilasilan problemin ¢6ziim yolu olarak uyarlanmasidir (Plotnik, 2009). Bagka bir
ifadeyle birkag ozellik bakimindan benzerlik gosteren ¢6ziim yollarinin benzerliginden yararlanip
bilinenden yola ¢ikarak bilinmeyene ulasmadir (Fersahoglu, 2015). Yaratici diisiinme; yenilikgi fikirler
tiretip, alisilmisin disinda ¢oziimler getirerek bilgilerin yeniden organize edilmesidir (Sternberg, 2000).
Goldstein (2013) yaratic1 diisiinmenin genellikle bir analojik akil yiiriitme sonucunda ortaya ¢iktigini
savunmusgtur. Yaratic1 diisiinme 1raksak ve yakinsak diisiinme olarak ikiye ayrilmaktadir. Iraksak
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diisiinme ¢ok sayida ¢oziim yolu veya fikir iiretme olarak agiklanabilir (Woolfolk-Hoy, 2015). Iraksak
diisiinme bir noktadan baslayip ¢éziim yollarinin arttirilmasi olarak agiklanirken, yakinsak diisiinme
¢ogaltilmis ¢oziim yollarinin teke diistirtilmesi bigiminde agiklanabilir (Plotnik, 2009). Yakinsak
diisiinme ¢oziim yollarinin veya fikirlerin tek sonuca indirilmesidir (Woolfolk-Hoy, 2015).
Tiimdengelimsel akil yiiriitme, genel olan durumlardan 6zele indirmeye dayal1 akil yiiriitme tiirtidiir
(Fersahoglu, 2015). Tiimdengelimsel akil yiiriitmede iki Onciil 6nerme ve bir sonu¢ Onermesi s6z
konusudur (Goldstein, 2013). Tiimevarim bireyin bir veya daha fazla 6zel 6rnekten yola ¢ikarak genel
ifadeye ulagmasidir (Goldstein, 2013). Tiimevarimsal akil yiiriitme bireyin deneyimlerinden
yararlanarak ¢ikarimda bulunmasini gerektirir (Solso vd., 2014). Tiimevarimsal akil yiiriitme icin
timdengelimsel akil yiiriitmede oldugu gibi gecerlilik durumu degil argiimanin zayiflig1 veya
gicliiliigii s6z konusudur (Goldstein, 2013).

Bilis ve Ust Bilis

Yukarida aciklandig1 gibi matematiksel diisiinmenin bilesenlerinden belki de en 6nemlisi {ist
bilistir. Ust bilis genellikle biligle birlikte degerlendirilen ve bilisten ayrimi gii¢ olan bir kavramdir.
Ciinkii bilis ve iist bilis birbirine ¢ok yakin iki kavramdir. Bilis, bireyin belli gorevleri yerine getirirken
kullandig1 -zihinsel siirecleri igeren- bilgi ve faaliyetlerdir (Ozdemir ve Sari, 2016). F orrest-Pressley ve
Gillies (1983) bilisi, okuyucu tarafindan kullanilan beceriler ve stratejiler olarak belirtmistir. Ust bilis ise
bireylerin 6grenme siirecinin farkinda olarak diistinmesi ve bilislerini diizenlemesi seklinde tanimlanr
(Akin, 2013). Baska bir ifadeyle {ist bilis, bilissel sistemin gorev kontrol merkezidir (Bruning vd., 2014).
Ust bilis kisinin herhangi bir gérevi yerine getirmesinin (problem ¢ozme, okuma, ispat yapma gibi) veya
kendi 6grenmesini diizenlemesinin bir boliimiidiir (Paris ve Winograd, 1998). Ornegin, dgrencilerin
isimlerini aklinda tutamadigini bilen bir 6gretmenin 6grencilerden kagida isimlerini yazip yakalarina
asmalarini istemesi iist bilise sahip oldugunu gostermektedir (Bruning vd., 2014).

Bilis ve {ist bilis ayrimi, bilginin nasil kullamldig1 (Ozdemir ve Sari, 2016) ve siirecin nesnesinin
ne oldugu (Karakelle ve Sarag, 2010) ile ilgilidir. Bir gérevin tamamlanabilmesi icin gerekli olan beceriler
(stratejileri bilmek, temsilleri kullanmak gibi) bilisselken; bu becerilerin farkindaligi ve bu beceriler
(bilis) iizerinde diisiinme iist biligseldir (Okcu ve Kahyaoglu, 2007; Ozdemir ve Sari, 2016). Weinert
(1987) bilis ve tist bilisi ayirmak i¢in iist bilisi ikinci derece bilis olarak yani diisiinme hakkinda diisiinme
olarak aciklamistir. Bir konuya calisirken veya bir gorevi yerine getirirken not tutma, yapilan islem
hatalarini fark etme ve hedef ile ulasilan sonucu karsilastirma iist bilissel olarak degerlendirilmektedir.
Aym gorevi yerine getirirken not tutmak yerine kopya etmek, ezberledigi hazir bir formiilii dogrudan
kullanmak gibi beceriler ise biligsel olarak degerlendirilmektedir. Bu beceriler {ist biligsel ve bilissel
beceri ayrimini yapmada bir yol saglamaktadir. Bu ayrim soyle aciklanabilir; {ist bilissel beceriler
farkindalik, iist diizey diisiinme veya elestirel diisiinme gerektirirken, biligsel beceriler buna benzer
herhangi bir beceri kullanmay1 gerektirmeden (otomatiklesmis beceriler) goérevi yerine getirmede
kullanilir (Akin, 2013, s. 123).

Ust diizey biligsel beceriler kullanarak dogru diisiinebilen (matematiksel diisiinme becerisine
sahip) bireyler yetistirilmesi matematik egitimcileri icin gii¢ bir durumdur (Hamilton, Kelly ve Sloane,
2002). Bunun igin Oncelikle matematik Ogretmenlerinin mesleki gelisimlerinin yeterli olmasi
gerekmektedir. Ciinkii mesleki gelisimi yeterli olan 6gretmenler 6grencilerinin bilgi ve becerilerini
olumlu yonde gelistirebilirler ~(Rosenholtz, 1985). Ogretmenlerin mesleki gelisimlerinin
degerlendirilmesinde bazi degiskenler (mesleki deneyim siireleri ve aldiklar1 egitimler gibi) 6n plana
¢ikmaktadir (Copur-Gencturk ve Lubienski, 2013). Bu degiskenlerin incelenebilmesi gelisimsel
aragtirmalarla miimkiin olabilir. Ogretmen adaylarimin 1. siuf ve son simif diizeylerine gore
karsilagtirilmasi; onlarin ortadgretimde aldiklar: bilgi birikimleriyle, bu bilgi birikimine {iniversitede
ispata yonelik aldiklari bilgileri ilave etmeleriyle olusan bilgi birikimlerinin karsilastirilmasina olanak
tanir (hnamoglu ve Yontar-Togrol, 2010). Bu ¢alismada 6gretmen adaylarinin aldig: egitime gore ispat
yapma becerilerinin farklilasma durumunu incelemek igin 1. siif ve son smif dgretmen adaylari
calismaya dahil edilmistir. 1. sinif 6gretmen adaylariin hentiiz ortadgretimden getirdikleri bilgilerle
ispat yapabilecegi diisliniilmektedir. Ciinkii bu O6gretmen adaylar1 ortadgretimi tamamlamis ve
yiiksekdgrenimin heniiz bagindadir. Son sinif 6gretmen adaylar ise yiiksekogrenimde alinmasi gerekli
alan derslerini tamamlamistir. Bu nedenle ortadgretimdeki bilgilerinin {izerine yiiksekdgrenimde
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aldiklar1 ispat yapma bilgilerini de eklemis olmalar1 6gretmen yetistirme icin beklenen durumdur.
Calismaya ogretmenlerin dahil edilmesinin nedeni ise 6gretmenlerin yiiksekogrenimde kazandiklar
diisiiniilen ispat yapma becerilerinin korunup korunamadigini veya gelistirilip gelistirilemedigini
belirlemektir. Knuth (2002) 6gretmenlik siirecinde bireylerin yiiksekdgreniminde almis oldugu alan
derslerinin pek c¢ogunu kullanmadigini ve ortadgretim matematik Ogretim programinin ispat
kavramina yeterince yer vermedigini belirtmistir. Bu durum ogretmenlerin yiiksekdogrenimde
kazandiklar1 diistiniilen ispat yapma becerilerinin zayiflamasina veya unutulmasina yol agcabilir.
Ogretmenlerin formal ispat yapma becerilerinin zayiflamasi veya unutulmasi onlar1 ispat yapmadan
uzaklastirarak ispat yapmada basarisiz olmasina neden olabilecegi gibi iist biligsel bilgi ve becerisini
kullanip, matematiksel akil yiiriitmede bulunarak dogru ve gegerli informal ispat yapmasina da neden
olabilir. Bagka bir ifadeyle formal ispat yapma zamanla unutulabilir ancak daha sonrasinda 6gretmenlik
mesleginin bireye kazandirdiklariyla birlikte informal yollarla birey daha iyi ispat yapma becerisine
sahip olabilir. Bu nedenle 6gretmenler ve 6gretmen adaylari ¢calismaya dahil edilerek gelisimsel olarak
durumun nasil degistigi incelenmeye calisilmistir.

Alan Yazin Derleme

Alan yazin incelendiginde yapilan ¢alismalar genellikle sadece nicel veya sadece nitel yontem
icermektedir. Nicel ¢alismalar genellikle lgek gelistirme, betimsel arastirma ve iligkisel arastirma
boyutunda incelenmistir (Komatsu, 2016; Yang ve Lin, 2008; Yang, 2012). Nitel arastirmalar ise gortis
incelemeye yoOnelik veya ispat siirecindeki bilgi ve becerileri incelemeye yo&nelik yiiriitilmiistiir
(Alcock, 2010; Alcock ve Weber, 2005; Almeida, 2000; Ceylan, 2012; Doruk ve Kaplan, 2015; Fukawa-
Connelly, 2012; Knuth, 2002; Lesseig, 2016; Martin ve Harel, 1989; Stylianides ve Stylianides, 2009). Bu
calismada ise nitel ve nicel yontemler kullanilarak karma arastirma yontemi kullanilmistir. Bu durum
daha genis Orneklemden analitik genelleme yapmaya imkan saglayacaktir. Ayrica bu calisma
katilimcilarin diisiinme siireglerine odaklanarak ispat siirecini biligsel agidan incelemesi bakimindan
onceki ¢calismalardan ayrilmaktadir. Alan yazinda yapilan ¢alismalarin daha ¢ok sadece 6grenciler (Bell,
1976), sadece Ogretmen adaylar1 (Ceylan, 2012; Demiray ve Isiksal-Bostan, 2017), matematikgiler
(Almeida, 2000), 6grenci ve 6gretmenleri (Samper, Perry, Camargo, Sdenz-Ludlow ve Molina, 2016) ile
yurtitildiigii belirlenmistir. Bu ¢alisma 6rneklem bakimindan da diger ¢alismalardan ayrilmaktadir.
Calismanin katilimcilar1 6gretmen ve 6gretmen adaylar: oldugu igin gelisimsel agidan da inceleme
olanag1 bulunmustur. Alan yazinda ispata yonelik yapilan ¢alismalarda veri toplama araci olarak goriis
belirlemeye yonelik 6lgekler, goriisme ve gozlem formlari kullanilmigtir. Ust bilise yonelik yapilan
calismalarda ise daha ¢ok sesli diisiinme protokolii kullanilmistir. Bu g¢alismada ispat yapma
siirecindeki tist bilissel beceriler bilissel agidan incelendiginden ¢alismada sesli diisiinme protokolii,
etkinlik kartlar1 ve gozlem formu kullanilmistir. Bunlarin yani sira ispat yapma becerisi teshis testine
de yer verilmistir. Alan yazinda calismalarda elde edilen nicel verilerin analizinde betimsel ve
kestirimsel istatistik kullanilmistir. Nitel verilerin analizinde ise daha ¢ok betimsel analiz yapilarak var
olan durumlar sunulmustur. Bununla birlikte 6gretmenlerin ve 6gretmen adaylarinin problem ¢6zme
siirecindeki biligsel yapilarini beraber incelemeyi amaglayan (Metallidou, 2009) ve matematik 6gretmen
adaylarinin ispat yapma siirecindeki biligsel yapilar1 ortaya koymay1 hedefleyen (Barnard ve Tall, 1997)
calismalar da alan yazinda mevcuttur. Ancak matematik 6gretmenlerinin ve 6gretmen adaylarinin ispat
yapma slireclerindeki bilissel yapilar1 incelemeye yonelik calismalarin alan yazinda yeterince
bulunmadigi belirlenmistir. Ispat yapma siirecindeki biligsel durumlari ortaya koymak, ispat
Ogretiminde izlenecek yollar icin de belirleyici faktor olacaktir (Harel ve Sowder, 2007). Giiler” de (2013)
ispatin dogasimi anlamak igin ispat siirecini incelemenin gerekli oldugunu belirtmistir. Giintimiiziin
popiiler calisma alanlarina bakildiginda problem ¢dzme, matematigi anlama gibi alanlarda goriis
belirleme veya bilgi-beceri tespit etmeye yonelik ¢alismalardan uzaklasilarak bilissel agidan incelemeye
yogunlasildig: goriilmektedir (Kieran, 2017). Hatta bu ¢alismalar daha ileri taginarak zihinsel agidan
(fMRI, PET gibi cihazlarla) inceleme yollarina gidilmistir (Krueger vd., 2008; Newman, Carpenter,
Varma ve Just, 2003). Bu tiir ¢alismalar bireylerin diisiinme siireglerini ortaya koymas: bakimindan
onemlidir (Kieran, 2017) ¢iinkii bireyin biligsel ve zihinsel siiregleri bilindiginde 6grenmeye yonelik
daha kapsamli etkinlikler diizenlenebilir ve boylece 6grenmesi kolaylasabilir. Bu dogrultuda ispata
yonelik bilissel siireglerin incelenmesinin ispatin 6grenilmesi, Ogretilmesi ve zihinsel siireglerin
incelenebilmesi agisindan 6nemli oldugu diistiniilmektedir.
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Barnard ve Tall (1997) matematik 6gretmenligi 1. sinifta 6grenim goren dgrencilerle yaptiklar:
calismada ispat yapma siirecini bilissel agidan ortaya koymuslardir. Calismada katilimcilarin sozel
ifadelerden sembolik (cebirsel) ifadelere gecis, cebirsel ifadelerin kullanimi, olmadigina 6rnek verme,
cebirsel ve sozel ifadeler arasinda bag kurma, islemsel olmayan adimlar -dogru gerekgelendirme
(aksiyomatik), gerekcelendirme yapmadan bag kurma, deneysel gerekgelendirme, sonuca ulasamayan
akil yiirtitme, yanlis akil yiiriitme, yardim olmadan sonuca ulasamama- kullanma, sembollerden
hareket ederek yol belirleme, bazi islem adimlarini g6z ardi etme ve genelleme yapma gibi beceriler
sergilediklerini belirlemistir. Yang (2012) lise 6grencileriyle yaptigi calismada 6grencilerin biligsel
okumalarini, iist biligsel okumalarini ve geometri ispatlarini okuyup anlamalarim yapisal esitlik
modellemesi ile incelemistir. Bunun igin bir 6l¢ek gelistirmistir. Olcekte beceriler bilissel ve iist bilissel
olarak ayrilmistir. Arastirmacinin belirttigi bilissel becerilerden bazilar1 sunlardir: ispat Onermesini ilk
kez okuma, 6nemli yerlerini belirlemek i¢in altini ¢izme, 6nermeyi anlamak i¢in sekil ¢cizme. Arastirmaci
ispat 6nermesini adim adim okuma (Soruyu biitiin olarak okumak yerine parga parca okuyarak, durup
diisiinerek ilerleme), verilenler iizerine diisiinme, ispatin anahtar kavramini belirleme, ispatin nasil
baslayip sonuca ulastigini kendine sorma, hata yaptiginda hata yaptigi boliimii belirleme, ispat
adimlarinda ne yapacagini diisiinme ve kontrol etmeyi {ist biligsel olarak ele almigtir.

Bu gereklilikler dogrultusunda ¢alisma matematik 6gretmeni ve 6gretmeni adaylarinin cebirsel
onermeleri ispatlama siirecini bilissel agidan incelemek amaciyla yapilmistir. Bu amag dogrultusunda
asagidaki sorulara yanit aranmistir:

1. Matematik Ogretmeni ve Ogretmeni adaylar: cebir ispati yapma siirecinde ne tiir biligsel
beceriler sergilemektedir?

2. Matematik 6gretmeni ve 0gretmeni adaylar1 cebir ispati yapma siirecinde ne tiir {ist biligsel
beceriler sergilemektedir?

3. Matematik 6gretmeni ve farkli sinif diizeyindeki matematik 6gretmeni adaylarinin cebir ispati
yapma becerileri seviyelerine gore farklilasmakta midir?

Yontem

Arastirma Modeli

Calismada karma arastirma yontemlerinden acgiklayici ardisik desen kullanilmistir. Aciklayic
ardisik desenin amact nicel calisma ile baslayip bu asamada elde edilen sonuglar: nitel ¢alismalarla
acgiklamaktir (Creswell, 2017). Bu desen nicel verilerin toplanmasi ile baslar. Ardindan toplanan nicel
veriler analiz edilir ve nitel arastirmanin katilimcilar: belirlenir. Sonraki asamada nitel veriler toplanip
analiz edilir ve son olarak nicel ve nitel veriler iligskilendirilir (Creswell, 2017; Hesse-Biber, 2010). Bu
desen nicel ¢alisma ile basladig1 igin bu nicel arastirmacilar igin ilgi ¢ekicidir. Bununla birlikte belirli
ozelliklere sahip olan katilimcilar: belirlemeye de olanak saglamasi bu desenin gii¢lii yanlarindandur.
Buna ragmen ¢alisma siirecinin nicel ve nitel yaklagimlarin sirali yiiriitiilmesini gerektirdiginden bu
desen fazla zaman almaktadir. Calismada agiklayici ardisik desen kullanilmasinin baslica nedenleri;
ispat yapma becerisinin gruplara gore farklilasip farklilasmadigini nicel olarak karsilastirmak, ispat
yapma stiirecindeki bilissel ve tist bilissel becerileri nitel yollarla derinlemesine inceleyerek ortaya
¢ikarmak ve nicel-nitel verilerin birbirini destekleyip desteklemedigini incelemektir. Bir bagska neden
de 6gretmenler ve 6gretmen adaylari i¢in ulasilan sonuglar: daha genel bigimde sunabilmektir.

Katilimcilar

Calismanin nicel boliimiine 25 ortadgretim matematik Ogretmeni ve farkli seviyedeki 48
matematik 6gretmen aday1 katilmistir. Katilimer 6gretmen adaylariin %601 (n=29) son sinif matematik
ogretmeni aday1, %401 (n=19) birinci sinif matematik 6gretmeni adayidir. Bu katilimcilar icerisinden
secilen 6 matematik 6gretmeni ve farkli seviyedeki 12 matematik 6gretmeni aday1 ¢alismanin nitel
boliimiiniin 6rneklemini olusturmustur. Ogretmen adaylarmin yarisi (n=6) son sinif matematik
ogretmeni adayi, yarisi da (n=6) birinci simif matematik 6gretmeni adayidir. Creswell ve Plano-Clark
(2014) agiklayici desenin kullanildig: ¢alismalarda nicel ve nitel asamalar i¢in iki asamali 6rneklem
se¢iminin daha uygun oldugunu ifade etmistir. Calismanin nicel kismi icin drneklemin seciminde
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amagh oOrnekleme yontemlerinden tipik durum Ornekleme yontemi kullanilmistir. Tipik durum
ornekleme yontemi bir durumu temsil edecek ortalama bireylerin se¢imine dayanir (Giirsakal, 2013). .
Calismanin nitel boliimiinde ise yine amagli 6rnekleme yontemlerinden maksimum gesitlilik 6rnekleme
yontemi kullanilmistir. Maksimum ¢esitlilik 6rnekleme yontemi bir durumdaki farkli diisiinceleri
belirlemeyi amaglar ve bu 6rnekleme tiiriinde genis ¢apli durumlar ortaya konulabilir (Patton, 2002).
Bu calisma, elde edilen durumlari daha genis 6rneklem iizerinde yorumlamayi amagladigindan bu
orneklem secim yontemleri sirasiyla kullanilmistir.

Caligmanin nicel boliimiine katilan matematik 6gretmenlerinin mesleki kidemleri 2-23 yil
araligindadir. Ogretmenlerin 7’si kadin, 18’ erkektir ve 8gretmenlerin %56's1 Fen Fakiiltesi Matematik
Boliimii, %44’{i Egitim Fakiiltesi Matematik Ogretmenligi Boliimii mezunudur. 15'i lisans mezunu, 7’si
yiiksek lisans mezunu, 3'ii doktora dgrencisidir. Ogretmenlerden 2’si Fen Lisesi, 2’si 6zel okul, 5'i
Mesleki ve Teknik Lise, 6’s1 Imam-Hatip Lisesi, 10'u Anadolu Lisesinde gdrev yapmaktadir. Calismaya
katilan son smif matematik 6gretmen adaylarinin ise 15’i kadin, 14’11 erkektir. Son smif 6gretmen
adaylarinin %41’i matematik dersi verme deneyimine sahip olup (6zel ders verme veya herhangi bir
0zel kurulusta egitmenlik yapma), %59'u bu deneyime sahip degildir. Calismaya katilan son sinif
Ogretmen adaylarinin tamami Soyut Cebir ve Sayilar Teorisi I-II derslerini almislardir. Calismaya
katilan 1. sinif matematik 6gretmen adaylarinin 9'u kadin, 10"u erkektir. 1. siuf 6gretmen adaylarinin
3’1t herhangi bir yerde matematik dersi verme deneyimine sahipken, diger 6gretmen adaylar1 herhangi
bir yerde ders verme deneyimine sahip degillerdir. Calismaya katilan 1. sinif 6gretmen adaylar1 Soyut
Cebir ve Sayilar Teorisi I-II derslerini ise heniiz almamuslardir. Bu derslerde diger derslere gore daha
yogun olarak cebir ispatlar1 yapilmaktadir.

Calismanin nitel katilimcilarinin belirlenmesinde “Ispat Yapma Becerisi Teghis Testi”nden
alinan puanlara gore basar1 puani gruplar (iyi, orta ve diisiik) olusturulmustur. Basar1 gruplarinin
olusturulmasinda ilk olarak katilimcilar kendi gruplan icinde aldiklar1 puanlara gore siralanmusgtir.
Ardindan katilimer sayist 3’e boliinerek ii¢ grup olusturulmustur. Olusturulan gruplardan ikiser
katiliman secilerek -biri erkek, biri kadin- ¢alismanin nitel boliimiine dahil edilmistir. Katilimcilarin
se¢iminde, katilimcilarin grup simirinda olmamasina (iyi puan grubunun en alt sirasinda, orta puan
grubunun en alt sirasinda veya en iist sirasinda ve diisiik puan grubunun en {ist sirasinda yer almamasi)
dikkat edilmistir. Bu degerlerde yer alan katihmcilarin grubun 6zelligini tam olarak yansitmama
ihtimali diistiniildiigiinden bdyle bir uygulama yapilmistir. Calismada katilimcilar icin birer kod isim
kullanulmugtir. Kod isimlerin atanmasinda a;; matris sisteminden yararlamlmgtir. Burada a: 0 =
Ogretmen, OAS = Son sinif 6gretmen adayt, 0A1 = 1.sinif 6gretmen adayt; i:1 =iyi,0 = orta,D =
disik; j: 1 = erkek, 2 = kadin kodlar1 kullanilmistir. Calismanin nitel kismina katilan 6gretmenlerin
ozellikleri Tablo 1’de sunulmustur. Ogretmen adaylari icin bu degiskenler sabit oldugundan tabloda
yer verilmemistir.

Tablo 1. Calismanin Nitel Boliimiine Katilan Ogretmenlerin Ozellikleri

Fakiilte  Son mezun oldugu Lisans Ogrenim Mesleki

Katilimcilar Gorev yaptig1 kurum

tiirit egitim diizeyi Siiresi deneyim
Om Egitim Lisans 5yil 6yil Imam-Hatip Lisesi
On2 Egitim Lisans 5yil 4 yil Mesleki ve Teknik Lise
Oo Egitim Yiiksek Lisans 5yil 12 y1l Anadolu Lisesi
O Fen Yiiksek Lins?ns .. 4wl 10 y1l Fen Lisesi

(Doktora 6grencisi)

On Fen Lisans 3,5yl 6 yil Anadolu Lisesi
On Egitim Yiiksek Lisans 5yl 2yl Imam-Hatip Lisesi
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Veri Toplama Araclar

Calismada ”ispat Yapma Becerisi Teshis Testi”, sesli diisiinme protokolii, etkinlik kart1 ve
gozlem formu olarak dort farkli veri toplama araci kullanilmistir. Veri toplama araclar: asagida detaylh
olarak a¢iklanmistir.

Ispat Yapma Becerisi Teshis Testi

Calismada nicel verilerin toplanmasinda Oztiirk ve Kaplan (2017) tarafindan ortadgretim
matematik Ogretmenleri igin gelistirilen “Ispat Yapma Becerisi Teshis Testi” kullanilmistir. Bu
calismada matematik dgretmenlerinin ve matematik 6gretmeni adaylarinin ispat yapma becerisinin
oOl¢lilmesi amaglandigindan bu test kullanilmustir. Alan yazinda ortadgretim matematik 6gretmenleri
ve Ogretmeni adaylarina yonelik Tiirkce dilinde baska bir ispat basari testi bulunmamas: ve bu testin
hem geometri hem de cebir sorularini igermesi nedeniyle “Ispat Yapma Becerisi Teghis Testi” calismada
kullanulmak tizere segilmistir. Test alt1 sorudan olusmaktadir. Testteki geometri sorularindan 6rnek bir
soru soyledir: “'Bir ii¢gende iki i¢ agiortayin kesisimlerinin olusturdugu acinin 6l¢iisii iiciincii aginmn él¢iistiniin
yarisimin 90° fazlasidir.” dnermesinin dogrulugunu gosteriniz.” Testte yer alan cebir sorularindan bir 6rnek
“’Tamsayilar kiimesi iizerinde 3 ve 4 ile boliinebilen her sayr 12 ile boliinebilir.” Ifadesinin dogrulugunu
gosteriniz.” seklindedir. Arastirmacilar test gelistirme siirecinde belirtke tablosu hazirlanmis ve her bir
madde icin kapsam gecerlik oranmnin .50-1.00 araliginda degistigi belirlemistir. 6 soru igin ortalama
Kapsam Gegerlik Indeksi degerini .72 olarak hesaplamislardir. Arastirmacilar testi 80 dgretmene
uygulayarak Acimlayict Faktor Analizi (AFA) ve madde analizlerini yapmustir. Yaptiklar1 AFA
sonucunda testin tek faktorlii yapida olup toplam varyansin %41.41’ini agikladigini bulmustur.
Arastirmacilar madde ayirt ediciliginin hesaplanmasinda 6rneklemi iist grup ve alt grup olarak ayirmus,
aralarindaki farka t testi ile bakmuistir. Yaptiklar1 analiz sonucunda her bir maddenin ayirt edici oldugu
belirlenmistir. Hazirladiklar testin madde giigliik oraninin .48-.80 araliginda oldugunu tespit etmistir.
Arastirmacilar testin i¢ tutarligini saglamak icin Cronbach Alpha giivenirlik katsayisini .77 olarak
hesaplamistir. Bu ¢alisma icin testin Cronbach Alpha i¢ tutarlik katsayisi .65 bulunmustur. Field’a (2009)
gore bu deger akademik basari testleri icin yeterli diizeydedir.

Sesli Diisiinme Protokolii

Sesli diisiinme protokoliinde katilimcilara goriismelerin kayit altina alinacagr ve ¢alismanin
amact hakkinda bilgi verilmistir. Katilimcilara siiregte diisiindiiklerinin hepsini sesli olarak ifade etmesi
gerektigi vurgulanmistir. Sesli diisiinme protokoliinde bireyin ne yaptigindan ziyade, ne diistindiigiinii
ifade etmesinin beklendigi belirtilmistir. Sesli diisiinme protokoliinde iki etkinlik karti ve yari
yapilandirilmis gozlem formu kullanilmigtir. Katilimcilara ilk olarak 1. onermenin yer aldig: etkinlik
kart1 verilmis, bu etkinlik kartindaki 6nermenin ispatin1 tamamlamasinin ardindan 2. 6énermenin yer
aldig1 etkinlik karti verilmistir. Katilimcilardan etkinlik karti {izerinde g¢alismalar1 istenmistir. Bu
asamada katilimcilarin ifadeleri ses kayit cihazi ile kayit altina alinirken, katilimcilarin davrarislar ve
yaptiklari islemler gozlemlenmistir. Siire¢ boyunca katilimcilara yaptigr islemlerin dogrulugu veya
yanlighgl hakkinda herhangi bir bilgi verilmemistir. Katilimcilara “Onerme dogru mudur, neden?”,
“Yapmis oldugunuz ispat gecerli midir? Neden, nasil karar verdiniz?”, “Yaptigimiz islemleri neden yaptiniz?”,
“Yazmg oldugunuz ispatta genelleme var midir? Genellemeye gerek var mudir? Varsa nasil genelleyebilirsiniz?”
gibi sorular sorularak diisiincelerinin tam olarak anlasilmas1 amaglanmistir.

Etkinlik Kart:

Etkinlik kartinin olusturulmasinda ispat yapma teshis testindeki sorularla Ortiisen iki cebir
onermesi hazirlanmistir. Onermeler secilmeden 6nce benzer tarzda bazi onermeler kullanilarak
secilecek Onermelerin nasil olmasi gerektiini belirlemeye yonelik alti ortadgretim matematik
Ogretmeniyle informal goriismeler yiiriitiilmiistiir. Gorlismeler sonucunda segilen iki Onerme
kullanilmistir. Onermeler ve secilme nedenleri asagida agiklanmistir.

Onerme 1: “Birden baslayarak n’ye kadar olan (n-tek say1) ardisik tek sayilarin toplamini veren formiilii
bulunuz.”
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Bu 6nermenin se¢ilmesinin temel nedeni hem 6nermenin hem de ispatinin egitim ortaminin her
kademesinde karsilasilmasi muhtemel olmasidir. Soru ispat kavraminin anlamini ortaya koymasi
bakimindan 6nemlidir. Ciinkii 6nerme, esitligin ikinci tarafi verildiginde tiimevarim yoluyla kolaylikla
ispatlanabilirken soruda verilen haliyle tiimevarim yénteminin uygulanmasi uygun degildir. Onerme
iist diizey bilgi gerektirmemekte olup, temel bilgi ve diisiinme gerektirmektedir. Ust diizey bilgi
gerektiren sorularda katilimcilarin daha azi ispati yapabileceginden diisiinme siireglerini belirlemek
veya veri elde etmek giiclesmektedir. Bu nedenle {ist diizey bilgi ve beceri gerektirmeyen bir 6nerme
segilmistir. Onermenin ispat1 belli stratejilerle tamamlanacak olup, i¢gdrii problemi tarzinda degildir.
Biligsel yapry1 inceleyen Psikoloji aragtirmalarinda genellikle i¢ gorii tarzinda olmayan problemler
secilmektedir (Goldstein, 2013). Ciinkii i¢ gorii tarzinda olan problemlerin ¢6ziimii aniden ortaya ¢ikar
ve bu esnada becerileri belirlemek zor hatta miimkiin olmamaktadir (Goldstein, 2013).

Bu sorunun secimi, calisma Oncesinde yiiriitiilen informal goriismelere dayanmaktadir.
Informal goriismelerde katilimcilara “2+4+6+--+2.n ifadesini en sade sekliyle yazimz?”, “VneN icin
24446+ +2.(n-1)+2n=n.(n+1) ifadesinin dogrulugunu gosteriniz?” ve “Cift sayilarin toplami formiiliinii
olusturunuz?” seklinde ii¢ soru sorulmustur. Sorunun genellikle tiimevarim yontemiyle ¢oziildiigii ve
siirecte becerilerin yeterince tespit edilemedigi goriilmiistiir. Sorunun tiimevarim yontemiyle
dogrulugunun gosterimini engellemek igin, soru esitlik formundan ¢ikarilmistir. Onermenin bilissel
acidan ispat yapma siirecini ne derece ortaya koyabilecegine yonelik calismanin yiiriitiiciisii olmayan
bir matematik egitimcisi bir de bilissel psikoloji uzmani 6gretim iiyesinin goriislerine bagvurulmustur.
Ogretim {iyelerinden alinan goriisler dogrultusunda sorunun biligsel siireci incelemek igin uygun
oldugu belirlenmistir. Hazirlanan etkinlik kart:1 dort 6gretmene uygulanmis ve sorunun dilinin
yeterince anlasilir oldugu belirlenmistir.

Onerme 2: “a,b € Z* ve a ile b arasinda asal olmak iizere a|c ve b|c ise a.b|c dir.” dnermesinin
dogrulugunu gosteriniz?”

Bu soru katihmcailarin sezgisel olarak veya birkag 6rnekle beraber énermenin dogrulugunu
kolaylikla fark edebilecegi; ancak sembolik olarak ifade etmede giigliik yasayabilecekleri bir Gnermedir.
Onerme, ispat adimlarindan en sonuncuya gelinceye kadar cebirsel islemlerle birlikte kolayca
ilerlemektedir. Ancak son adimda ispatin tamamlanabilmesi icin bir yardimcr teoremin lemmanin -
“Sifirdan farkli iki dogal saymnin her ortak boleni, ortak bolenlerin en biiyiigiiniin de bdlenidir.”-
bilinmesi gerekmektedir. Onerme, i¢ gorii problemi tarzinda olmayip boliinebilmenin tarimi ve bir
yardimar teorem (lemma) kullanilarak ispatlanabilmektedir.

Bu sorunun se¢imi ¢alisma Oncesinde yiiriitiillen informal goriismelere dayanmaktadir.
Informal goriismelerde “Vx € Rve x # 0 olmak iizere ¥z € R icin z/x =y olacak sekilde bir tek y € R
oldugunu gosteriniz?”, “a € Z* ve b € Z* olmak iizere a|c ve b|c ise a.b|c dir. Onermesinin dogrulugunu
gosteriniz?” ve “Tamsayilar kiimesi iizerinde 3 ve 4 ile boliinebilen her say1 12 ile boliinebilir.” ifadesinin
dogrulugunu gosteriniz.” sorulari sorulmustur. Informal goriismelerde katilimcilarin segilen Snermenin
ispatin1 yaparken oldukca kolay gordiikleri ve ispatini yapabileceklerini diistindiikleri; ancak ispatin
son asamasina gelindiginde sadece sozel olarak ifade edebildikleri, sembolik dili kullanamadiklar:
saptanmistir. Bu dogrultuda bu sorunun etkinlik kartinda yer alacak olmasimin buradaki durumu
ortaya cikarma agisindan gerekli oldugu diisiiniilmiistiir. Onermenin biligsel acidan ispat yapma
siirecini ne derece ortaya koyabilecegine yonelik bir matematik egitimcisi bir de biligsel psikoloji
uzmani Ogretim iiyesinin goriislerine basvurulmustur. Ogretim iiyelerinden alman goriisler
dogrultusunda sorunun biligsel siireci incelemek i¢in uygun oldugu belirlenmistir. Hazirlanan goriisme
formu dort 6gretmene uygulanmis ve sorunun dilinin anlasilir oldugu belirlenmistir.

Gozlem

Gozlem formunun hazirlanma siirecinde etkinlik kartinin gelistirilmesinde yapilan informal
goriismelerden yararlamlmistir. Informal goriismelerde ilk olarak yapilandirilmamis gozlem
yapilmistir. Bu asamada Ogretmenlerin ispat yaparken sergiledigi beceriler not alinmistir. Alinan
notlardan ve alan yazindan faydalanilarak gézlem formu olusturulmustur. Ogretmenlerin ispat yapma
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siirecinde sergilemis oldugu becerilere uygun olarak gozlem formu yar1 yapilandirilmis forma
doniistiiriilmiistiir. Gozlem formu iki boliimde hazirlanmigtir. Formun bir boliimii 6gretmenlerin ve
Ogretmen adaylarinin siirecte sergilemis oldugu becerileri inceleyecek bigimde likert olarak
tasarlanmistir. Boliim tiglii likert tipinde tasarlanmistir. Degerlendirme olgiitleri “0, 1, 2” seklinde
derecelendirilmistir. Katilimci; belirtilen beceriyi hi¢bir soruda sergilemezse “0”, sorularin birinde
sergilerse “1”, sorularin ikisinde sergilerse “2” secenegi isaretlenmistir. “1” segenegi isaretlendiginde
secenegin yanina becerinin hangi soruda sergilendigi yazilmistir. Diger boliimii ise siirecte ortaya
cikabilecek ancak likert boliimde yer almayan becerileri not alabilecek agiklama boliimii seklinde
tasarlanmustir. Becerilerle ilgili agiklama gerektiren bir durum oldugunda, formun agiklama boliimiinde
kayit altina alinmistir.

Arastirmact Rolii

Bu calismada arastirmaci katilimci olmayan goézlemci roliindedir. Arastirmaci sesli diisiinme
protokoliinde katilimcinin goriislerini ortaya ¢ikaracak sorular sormus; ancak katilimcilarin verdikleri
cevaplara hicbir sekilde miidahil olmamistir. Arastirmaci ¢alismanin katilimcilariyla ortama uyum
saglamak igin herhangi bir girisimde bulunmamstir. Calismada katilimcilardan gozlem igin izin
alinmus olup, katilimcilar gézlemlendiklerinin farkindadirlar.

Siire¢

“Ispat Yapma Becerisi Teshis Testi’nin katilimcilara uygulanmasinda katilimcilara galisma
hakkinda bilgi verilmis ve ¢alismanin iki asamali oldugu segilen katihimecilarin ikinci asamaya da
katilmas gerektigi belirtilmistir. Tkinci asamaya katilamayacagini belirten dgretmenler ve dgretmen
adaylari galisma 6rnekleminden cikarilmistir. Ispat yapma becerisi teghis testi katilimci gretmenlere
gorev yaptiklart okulun &gretmenler odasinda, Ogretmen adaylarina ise Ogrenim gordiikleri
tiniversitenin dersliklerinde 1. arastirmacinin gozetiminde uygulanmustir. Test igin katilimcilara 40dk
siire verilmis, tamamlayamayanlar icin ek siire verilmemistir.

Calismanin nitel boliimiinde (ikinci asamada) sesli diisiinme protokolii uygulanmadan 6nce
secilen katilimcilardan ses kayd1 yapmak i¢in izin alinmistir. Katiimcilarin tiimii ses kayd1 yapilmasina
izin vermiglerdir. Siiregte katilimcilara etkinlik kartlar1 verilmis ve diislincelerini ortaya ¢ikarmaya
yonelik sorular yoneltilmistir. Uygulama 6gretmenlerle gorev yaptiklari okullarin 6gretmenler
odasinda Ogretmenlerin ders siireleri diginda yiiriitiilmiistiir (Her bir 0gretmenle farkli giinde
uygulama yapilmistir). Ogretmen adaylarina ise uygulama, 6grenim gordiikleri fakiiltenin misafir
O0gretim eleman1 odasinda yapilmistir (Ders siireleri disinda uygun olduklari zaman diliminde
yapilmustir). Uygulama son sinif 6gretmen adaylariyla iki giinde, 1. siif 6gretmen adaylariyla ii¢ giinde
tamamlanmuistir.

Verilerin Analizi

Karma yontem arastirmalarinin veri analizi, bu yontemin modellerinden tercih edilen modele
gore yapilmalidir (Creswell ve Plano Clark, 2014). Bu ¢alismada agimlayici ardisik desen kullanildig:
i¢in bu desene uygun analiz yapilmistir. Agimlayici ardisik desende veri analizi “nicel veri analizi —
nitel veri analizi — nicel ve nitel verilerin iligkilendirilmesi” seklinde ilerlemektedir (Creswell, 2017).
Bu dogrultuda bu boliimde ilk olarak nicel verilerin nasil analiz edildigi a¢iklanmis ardindan nitel
verilerin nasil analiz edildigi sunulmus. Mevcut ¢alismanin nicel kisminin analizi alan yazindaki
calismalarda oldugu gibi betimsel ve kestirimsel istatistik kullanilarak yapilmistir. Nitel kisminda ise
igerik analizi uygulanarak veriler katilimcilarin seviyelerine gore karsilagtirilmistir. Ayrica tiim sorulari
icine alan karsilagtirma tablolar1 sunulmustur. Son olarak nitel ve nicel veri iliskilendirilmistir.

Nicel Verilerin Analizi

Nicel verilerin analizinde “Ispat Yapma Becerisi Teshis Testi” ile toplanan veriler kullanilmustir.
Elde edilen verilere betimsel istatistik ve kestirimsel istatistik uygulanmistir. Betimsel istatistik
sonucunda ¢alismanin nitel boliimiine katilacak bireyler se¢ilmistir (Katilimcilar boliimiinde gruplama
ayrintili olarak agiklanmistir). Kestirimsel istatistik ile gruplarin (6gretmenler, son smif ogretmen
adaylar1 ve 1. siuf 6gretmen adaylar1) testten aldiklari puanlara gore karsilastirma yapilmistir.
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Gruplara gore karsilastirma yapmak igin; ilk olarak verilerin normallik varsayimlarii saglayip
saglamadig1 sinanmistir. Bunun i¢in hem gruplar ici hem de tiim verilerin normallik varsayimlarina
bakilmistir. Normallik varsayimlar: igin sirasiyla Kolmogorov-Smirnov testi yapilmis, basiklik ve
carpiklik degerleri incelenmis, daha sonra histogram grafigine bakilmis ve son olarak Q-Q ve P-P
grafiklerine bakilmistir. Yapilan bu islemler sonucunda toplanan verilerin normallik sartlarini sagladig:
goriilmiistiir. Varyanslarin homojenligi ve verilerin bagimsizlig1 varsayimlari da sinanmis olup, sartlar
uygun oldugu i¢in Tek Yonlii Varyans Analizi (ANOVA) testi yapilmistir. Anlamli farklilik bulunan
gruplar arasinda ise varyanslarin esit olmadig1 durumda kullanilan Games-Howell testi kullanilmustir.
Bu test kiiclik orneklemlerde kullanilan testler arasinda en giigliisti (Field, 2009) oldugu icin tercih
edilmistir.

Nitel Verilerin Analizi

Nitel verilerin analizinde igerik analizi yontemi kullanilmistir. Bunun icin ilk olarak sesli
diisiinme protokoliinde elde edilen veriler ¢dziimlenmistir. Coziimlenen veriler birinci arastirmaci
tarafindan kodlanmistir. Kodlamalar sonucu olusan kod matrisi matematik egitimi alaninda uzman bir
Ogretim {iyesine sunularak verilerin %251 i¢in kodlama yapmas istenmistir. Ardindan kodlayicilar
arast giivenirlik [(Ortak goriis sayisi/Toplam goriis say1s1)X100] formiilii kullanilarak hesaplanmaistir.
Yapilan hesaplama sonucunda kodlayicilar aras1 uyum .79 olarak hesaplanmistir. Miles ve Huberman’a
(2015) gore bu deger giivenirlik i¢in yeterlidir. Ortak goriis belirtilmeyen kodlarda arastirmaci ve
uzman bir araya gelerek kodun kalmasina, degistirilmesine veya ¢ikarilmasina karar vermistir. Sesli
diisiinme protokoliiniin kodlanmasinin ardindan gozlem formlar1 ve etkinlik karti (dokiiman)
incelenerek sesli diisiinme protokoliinde tespit edilemeyen veriler kodlamaya katilmistir. Alan yazin
gbz oniine alinarak kodlarn isimleri degerlendirilmistir. Ornegin, calismada ilk olarak “daha 6nce
kullandig1 ve dogru sonuca ulastig1 ¢oziimii, yeni karsilastig1 probleme aktarir kodu” elde edilmistir.
Alan yazin incelendiginde bildigi bir yolu diizenleyerek yeni ¢6ziim yolu iiretmenin analojik akil
ylirlitme olarak adlandirildigi belirlenmistir. Bu nedenle kodun ismi degistirilerek “Analojik akil
ylriitme yapar” ifadesine doniistiiriilmiistiir. Kodlamalar sonucunda kategoriler olusturulmustur.
Kategoriler benzer kodlarin bir araya getirilmesi sonucunda olusturulmustur. Son olarak kategoriler
ortak Ozelliklerine gore bir araya getirilerek biligsel beceriler ve iist biligsel beceriler temalarinda
toplanmustir.

Nicel ve Nitel Verilerin Iliskilendirilmesi

Calismada nicel verilerin nitel verilerle iligkilendirilmesi iki tiirlii gerceklesmistir. Bunlardan
ilki aragtirmanin nicel boliimiiniin sonuglarma gore nitel boliimiin katilimcilarinin segilmesidir. Bu
kisim katilimcilar boliimiinde agiklanmustir. Tkincisi ise katilimcilarin ispat yapma basar1 diizeyleri ile
bilissel-iist bilissel becerilerinin karsilastirilmasidir. Bu asamada matematik 6gretmenlerinin, son simnif
matematik 6gretmen adaylarinin ve 1. sinif matematik 6gretmen adaylarinin ispat yapma becerileri ile
biligsel-iist biligsel becerileri beraber incelenmistir.

Gecgerlik ve Giivenirlik

Calismada dis gecerligi saglamak icin orneklem detayli bi¢cimde tanimlanmis ve katilimc
ozellikleri tiim detaylariyla ortaya konulmustur. Bunun yan sira veri toplamada farkli veri toplama
araclar1 bir arada kullanilmis ve katihmcilarin goriisleri ile etkinlik kartlarindan gorsellere yer
verilmistir. I¢ gegerligin saglanmasinda {i¢ yontem kullailmistir. Bunlarin ilki metodolojik cesitleme
yapilmasidir. Calismada sesli diisiinme protokolii, gozlem ve etkinlik karti birbirleriyle
karsilastirilmistir. Bu sekilde ti¢ veri toplama aracinda toplanan verilerin ortiisen ve farkli olan kisimlari
ortaya konulmustur. Ikincisi katilimc1 dogrulamasidir. Bunun igin kodlama sonrasinda katilimcilarla
tekrar goriisiilerek sesli diisiinme protokoliinde kurdugu ctimlelerden ¢ikarilan kodlar kendilerine
sunularak dogrulugunu uygun/uygun degil seklinde degerlendirmeleri istenmistir. Katilimcilarin
tamami kodlamalarin tamami igin uygun oldugu yoniinde goriis belirtmislerdir. Ugiinciisii aragtirmaci
cesitlemesidir. Bunun igin veri toplama siireci ayrintili bicimde betimlenmis ve ¢alisma siirecinin
tamami alaninda uzman bir 6gretim tiyesine kontrol ettirilerek ilerlenmistir.

34



Egitim ve Bilim 2019, Cilt 44, Say1 197, 25-64 M. Oztiirk ve A. Kaplan

Calismanin dis giivenirligini saglamak amaciyla veri toplama siirecinde yapilan goriismeler ses
kayit cihaziyla kayit altina alinmistir. Ayrica dogrudan aktarmalarin sunumunda goriisme siiresi ve
transkriptte ifadenin gegtigi satirin numarasina yer verilmistir. Ic glivenirligi saglamak i¢in arastirma
problemine uygun arastirma modeli kullanilmis, segilen arastirma modeline uygun olarak katilimcilar
ve veri toplama araglar1 belirlenmistir. Toplanan veriler de arastirma problemine uygun olarak analiz
edilmistir. Ayrica calismanin genellenebilirligini arttirmak amaciyla karma arastirma yontemi
belirlenmistir.

Bulgular ve Tartisma

Calismada elde edilen bulgular arastirma problemlerine uygun olarak sunulmustur. Bunun igin
ilk olarak nicel verilerden elde edilen bulgular sunulmustur. Ardindan nitel verilerden elde edilen
bulgular bilissel beceriler ve iist biligsel beceriler temalar1 altinda agiklanmistir. Son olarak nicel ve nitel
verinin karsilastirmas1 boliimiine yer verilmistir.

Matematik Ogretmeni ve Ogretmen Adaylarimin Ispat Yapma Becerilerinin Farkli Seviye
Gruplarina Gore Karsilastirilmasi

Calismanin bu boliimii nicel verilerden elde edilen bulgulara gore sunulmustur. Betimsel
istatistik bulgular1 Tablo 2’de sunulmustur.

Tablo 2. Ispat Yapma Teghis Testi Puanlarina Yonelik Betimsel Istatistik Sonuclar

N X SS Alt ve Ust Sinir
Ogretmen 25 20.28 8.58 [16.74, 23.82]
Son sinif 6gretmen aday1 29 16.69 6.07 [14.38, 19.00]
1. siif 6gretmen aday 19 11.89 3.74 [10.09, 13.70]
Toplam 73 16.67 7.27 [14.97, 18.37]

Tablo 2 incelendiginde ortalama puanlarin en yiiksek oldugu grubun 6gretmenler (X = 20.28),
sonra son sinif §gretmen adaylar1 (X = 16.69) ve en diisiik ortalamanin da 1. sinif gretmen adaylarinda
(X = 11.89) oldugu belirlenmistir. Varyans analizi sonuglar1 Tablo 3’de sunulmustur.

Tablo 3. Varyans Analizi Sonuglar:

Kareler 2 Anlaml1
Kareler toplam1  sd ortalamast F p n fark
Gruplar arasi 759.073 2 379.54 .
Grup ici 3051.036 70 43.59 8.708 000 45 O-OA:
rup ici : : - ' ' OAS-OA:

Toplam 3810.110 72

Tablo 3 incelendiginde, ispat yapma teshis testi puanlarimin gruplara gore farklilasip
farklilasmadigini ortaya ¢ikarmaya yonelik yapilan tek faktorlii varyans analizi sonucunda gruplar
arasindaki farkin anlamli oldugu belirlenmistir (F(2,70) = 8.71,p < .05,n? = .45). Games-Howell testi
sonucunda dgretmenler ile 1. sinif 6gretmen adaylar1 ve son sinif 6gretmen adaylariile 1. sinif 6gretmen
adaylar1 arasindaki farkliligin anlaml diizeyde oldugu belirlenmistir. Buna gore hem 6gretmenlerin
hem de son simnif 6gretmen adaylarinin ispat yapma teshis testi basari puamn ortalamalarinin 1. sinuf
Ogretmen adaylarindan anlaml diizeyde yiiksek oldugu; 6gretmenler ile son sif §gretmen adaylari
arasindaki farkliligin ise anlamli diizeyde olmadig: belirlenmistir.

Biligsel Beceriler Temasinda Elde Edilen Bulgular ve Tartismast

Biligsel beceriler temasi incelendiginde, bu temada “Ispat 6nermesini okuma”, “Dogrulugunu
degerlendirme”, “Strateji belirleme”, “Islem siireci” ve “Sezgisel kestirme yollar1” olarak bes kategoriye
ulasilmustir.
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Bilissel beceriler temasinda elde edilen kategorilerin ilki “Ispat Onermesini okuma”
kategorisidir. Bu kategoride “Onermeyi sembolik olarak yazar.”, “Ispat énermesini ilk kez okur.”,
“Onerme ifadesini tutarsiz forma doniistiiriir.”, “Onermeyi anlamak icin kendi ciimleleriyle ifade
eder.”, “Onermenin dogrulugunu sezgisel olarak hisseder.”, “Ispat &nermesini adim adim okuyarak
ilerler.”, “Onermeyi anlamadiginda birkag kez okur ve verilenler {izerine diisiiniir.”, “Ispatin hipotez-
hiikiim ve amaglarini belirler.”, “Ispatin anahtar kavramlarini belirler.” ve “Ispatin hipotez ve

hitkmiinii anlamak i¢in 6nermenin altin1 ¢izer.” kodlarina ulagilmisgtir.

Ispat 6nermesini okuma kategorisinde elde edilen becerilerin ilki “Onermeyi sembolik olarak
yazar.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilardan Op2’in birinci soru igin yaptig
¢oziim Sekil 1’de sunulmustur.
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Sekil 1. Op2'nin Onermeyi Sembolik Olarak ifade Ettigini Gosteren Ekran Goriintiisii

Sekil incelendiginde 6gretmenin “Onermeyi sembolik olarak yazar.” becerisini sergiledigi
goriilmektedir. Tkinci 6nermede onermeyi sembolik yazdigi belirlenen katilimcilardan OAlor'in
“[19.19] ...Bu da herhalde séyle gosteriliyordu (a,b)=1... (Satir, 98)” ifadelerinden “Onermeyi sembolik
olarak yazar.” becerisini sergiledigi anlagilmaktadir. Ogretmen adaynin ifadelerinden, 6gretmen
adaymin kendi bilgisi iizerinde diisiinmedigi, sadece var olan bilgisiyle otomatiklesmis sekilde bu
beceriyi sergiledigi anlasilmaktadir. Bu nedenle beceri bilissel olarak degerlendirilmistir. . Hanna (1995)
ve Fukawa-Connelly (2012) formel ispat icin sembolik ifade kullanmanin bilgi baglaminda temel bir
beceri oldugunu ifade etmistir. Bu baglamda “Onermeyi sembolik olarak yazar.” ifadesinin biligsel
beceri olmasinin ilgili calismalar1 destekledigi sdylenebilir.

Bu kategoride ulagilan bir diger biligsel beceri “Ispat énermesini ilk kez okur.” kodudur. Bu
kod, ispat Onermesini duraksamadan, biitiin olarak okumaktadirlar anlaminda kullanilmistir. Bu
beceriye yonelik elde edilen katilimcr ifadeleri birbiriyle aymdir. Bir 6rnek vermek gerekirse, Opi’in
“104.20] Birden baslayarak n’ye kadar olan n-tek sayr ardisik tek sayilarin toplamum veren formiil bulunuz...
(Satir, 32-33)” ifadesinin bu durumu destekledigi soylenebilir. Katilimcinin ifadelerinden bu becerinin
iist diizey bilissel beceri gerektirmedigi belirlenmistir. Bu nedenle kod, bilissel beceri olarak
degerlendirilmistir. Alan yazinda bu becerinin biligsel beceri oldugunu ifade eden ¢alismalar mevcuttur
(McKeown ve Beck, 2009; Yang, 2012). Bu baglamda “Ispat 6nermesini ilk kez okur.” becerisinin biligsel
beceri olarak degerlendirilmesinin alan yazini destekledigi sdylenebilir.

ispat Onermesini okuma kategorisinde ulasilan bir baska bilissel beceri “Onerme ifadesini
tutarsiz forma doniistiiriir.” kodudur. Bu becerinin sadece birinci 6nermede Oos tarafindan sergilendigi
belirlenmistir. Katihmecinun “[18.30] ...1-3-5-7 ve n de tek sayidir. Ardisik tek sayilarin toplamini veren
formiilii bulunuz. (Satir, 104)” ifadesinden Onermeyi tutarsiz forma doniistiirdiigii saptanmistir. Bu
beceri, 6nermeyi daha karmasik bir yapiya doniistiirmektedir. Bu baglamda bu beceri biligsel olarak
degerlendirilmistir. Bruning ve digerleri (2014) de problem ¢ozmede sorular1 tutarsiz forma
doniistiirmenin anlamay1 zorlagtirdigini ve dil ile ilgili sorunlar yasanmasina neden olabilecegini ifade
etmistir. Bu anlamda “Onerme ifadesini tutarsiz forma doniistiiriir.” becerisinin bilissel olarak
degerlendirilmis olmasinin ilgili calismay1 destekledigi soylenebilir.
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Ispat 6nermesini okuma kategorisinde ulagilan bir bagka beceri “Onermeyi anlamak igin kendi
ciimleleriyle ifade eder.” becerisidir. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilardan OASp2 sesli
diisiinme protokoliinde Snermeyi okuduktan sonra “[27.21] 1'den bashyormus, n'ye kadarmis, n tek
saywymis, ardisik dogal sayilarin toplamin istiyormus... (Satir, 151-152)” ctimlelerini kurmustur. Bu ifadeler
Ogretmen adaymnin Onermeyi kendi ciimleleriyle ifade ettigini gostermektedir. Bu cilimlelerin
devaminda 6gretmen aday: “...Birka¢ deneme yapmak istiyorum. (Birkag deneme yapar)... 1'in karesi, 2'nin
karesi, 3"iin karesi diye devam edecek. Belli ki bundan sonrakiler icinde boyle devam edecek. Yani terim sayisinin
karesi olarak devam edecek. Boyle oldugunu hissediyorum. (Satir, 156-158)” ifadesini kullanmistir. Bu ifadeler
onermenin dogrulugunu 6gretmen adaymin sezgisel olarak hissettigini gostermektedir. Bir baska
ifadeyle 6gretmen aday1 “Onermenin dogrulugunu sezgisel olarak hisseder.” kodunu sergilemistir. Bu
beceriler sadece 1. onermede tespit edilmistir. “Onermeyi anlamak icin kendi ciimleleriyle ifade eder.”
becerisi herhangi bir iist biligsel aktivite gerektirmediginden (6gretmen adaymin ifadesine gore
otomatiklesmis bir beceri olup sadece sezgilere dayali oldugundan) bilissel beceri olarak
degerlendirilmistir. Alan yazinda bu beceri genellikle {ist bilissel beceri olarak belirtilmistir (Aydemir
ve Kubang, 2014; Cozza ve Oreshkina, 2013; Schraw ve Dennison, 1994). Bu baglamda ”C)nermeyi
anlamak icin kendi ciimleleriyle ifade eder.” becerisinin biligsel olarak belirlenmesi s6zii gecen
calismalarin sonuglariyla gelismektedir. Bu durum becerinin biligsel veya iist bilissel olmasinin kisiye
bagli olmasiyla ilgilidir. Bagka bir ifadeyle beceriyi sergileyen kisinin ne diisiinerek beceriyi sergiledigi
bilissel-iist bilissel ayriminda énemli oldugundan bu beceri ¢alismada bilissel olarak ele alinmistir.

Bu kategorideki bir bagka biligsel beceri “Ispat énermesini adim adim okuyarak ilerler.”
kodudur. Beceriyi sergiledigi belirlenen OASp1'in “[30.39] a ve b pozitif tam say: ve aralarinda asal... (Satir,
195), [30.49] ...a ile b aralarinda asal... (Satir, 197), [30.49] ...a, c’yi boliiyorsa... (Satir, 200), [31.39] ... ¢, byi
de biliiyorsa... (Satir, 203), [32.49] ... a.b, ¢'yi 2k?"yi béler mi? Diyor... (Satir 212)” ifadeleri bu beceriye
ornek olarak verilebilir. Yang (2012) calismasinda bu beceriyi tist bilissel olarak degerlendirmistir.
Ancak bu c¢alismada katilimcilarin kullandig: ifadelerden bu becerinin farkindalik gerektiren degil
otomatiklesmis bir beceri oldugu anlasilmistir. Otomatiklesmis beceriler (veya diisiinceler) kisinin
bilisinde var olan, zihinde daha kolay ulagilabilir, herhangi bir farkindalik gerektirmeyen becerilerdir.
Bu nedenle ¢alismada soruyu adim adim okuyarak ilerler becerisi biligsel olarak degerlendirilmistir.

Ispat Onermesini okuma kategorisinde ulagilan bir bagka biligsel beceri “Onermeyi
anlamadiginda birka¢ kez okur ve verilenler {izerine diisiiniir.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi
belirlenen katilimcilardan OASi’in “[10.49] 1'den baglayarak n’e kadar olan n-tek sayi... 1'den baslhyor
1+3+...+n n en son tek say1... (Satir, 60-61)” climlelerinden sonra “[14.28] ...1'den iste su sayiya n’e kadar
olan sayilarin toplami... (Satir, 77)” climlelerini kullanmasi bu beceriyi sergiledigini gostermektedir.
“Onermeyi anlamadiginda birkag kez okur ve verilenler {izerine diisiiniir.” becerisi katilimcilarin {ist
biligsel diistinmesini gerektirmediginden (katihmcilar dikkat eksikliginden dolay: tekrar okumuslardir
veya anlayamadiklarini diisiindiikleri icin bir siire diistinmiislerdir) bilissel olarak degerlendirilmistir.
Yang (2012) verilenler {izerine diisiinmenin planlama anlaminda tist bilissel oldugunu belirtmistir. Bu
becerinin biligsel olarak degerlendirilmesi ilgili calismanin sonuglariyla celismektedir. Ancak ¢alismada
bu becerinin iist bellek aktivitesi olmadig1 anlasildigindan bilissel beceri olarak degerlendirilmistir. Ust
bellek aktivitesi, bireyin kendi bellegindeki bilgilerin ve isleyisin farkinda olup, bu isleyisi amacl
bicimde yonlendirerek bilgiyi kullanabilmesidir. Hatirlama, farkinda olma ve geri ¢agirma olarak {ig
asamay!1 iceren bir siiregtir (Irak, 2005).

Bu kategoride ulagilan bir bagka biligsel beceri ise “Ispatin hipotez-hiikiim ve amaglarin
belirler.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilarin bazilarinin goriisleri Tablo 4’de
sunulmustur.
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Tablo 4. ”ispatm hipotez-hiikiim ve amaglarin belirler.” Becerisini Sergiledigi Belirlenen
Katilimcilarin Bazilarimin ifadeleri

Katilimc1 Onerme Goriisii

“[27.21] ...1 den baslarsa ardisiksa; 1 dir, 3 tiir, 5 tir, 7 dir, 9 dur, 11 dir, 13 tiir ve
OASp: 1 en son n dir. Burada n tekmis. Tek say1. Simdi bu toplami veren formiilii

bulmaliy1z. n islem basamaginin son adimi géziimiin 6niinde bulunmas: iyi
olacak. (Satir, 152-154)”

“[24.14] ... Ben sunu gosterecegim: acaba a.b, c'yi boler mi? Yani sunu
gosterebilirsem c=a.b.m olacak sekilde en az bir tane m eleman tamsay1 oldugunu
gosterebilirsem esitligimi dogrulamis olurum. (Satir, 145-147)”

Oo> 2

Tablo 4 incelendiginde her iki 6nerme iginde “Ispatin hipotez-hiikiim ve amaglarini belirler.”
becerisini sergiledigi belirlenen katilimcilarin oldugu goriilmektedir. Calismada elde edilen bu beceri
formel ispat icin genellikle otomatiklesmis bir beceri olarak yapilan st diizey diisiinme becerisi
gerektirmeyen bir beceridir. Bu nedenle bilissel beceri olarak degerlendirilmistir. Kaplan ve Duran
(2015) ortaokul 6grencileriyle yiiriittiikleri calismada hedef ve alt hedeflerin belirlenmesini {ist bilissel
beceri olarak degerlendirmistir. S6zii gecen calismanin sonuglart bu calismayla Ortiismemektedir.
Calismalar arasindaki farkliligin drneklemlerden kaynaklandig: sdylenebilir. Yani bu beceri ortaokul
ogrencileri icin iist bilissel, 6gretmen ve 6gretmen adaylar: icin biligsel olabilir.

llgili kategoride ulagilan bir baska biligsel beceri ise “Ispatin anahtar kavramlarim belirler.”
becerisidir. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katiimcilardan Oz ile aragtirmaci arasinda gegen diyalog
Sekil 2’de sunulmustur (Satir, 55-59).

[15.55] Op2: a, ¢ yi boler, b de c'yi béler. O halde a.b’de c’yi boler diyor. Degil mi?
...a ile b aralarinda asal olduguna gore onlarin OBEB'leri 1, OKEK'leri de
sayilarin ¢arpimlarina esittir.

[17.25] A: Neden OBEB ve OKEK’den hareket ettiniz?

[17.28] Op2: Aralarinda asal verdiginde OBEB ve OKEK cagristirdi bana. Buradan
yola ¢iktigimizda OBEB’leri 1’e OBEB’leri de sayilarin ¢arpimudir. a, cyi
bélityorsa b de ¢’yi bolityorsa ¢ bu sayilarin ortak kat1 demektir.

Sekil 2. Oz ile Arastirmact Arasinda 2. Onermede Yasanan Diyalogdan Bir Kesit

Diyalog incelendiginde 6gretmenin en biiyiik ortak bolen (OBEB) ve en kiigiik ortak kat (OKEK)
kavramlarini ispatin anahtar kavramlar: olarak belirledigi anlasilmaktadir. Bu durum “1spat1n anahtar
kavramlarimi belirler.” becerisini sergiledigi seklinde yorumlanmistir. Bu becerinin ¢alismada biligsel
olarak sergilendigi belirlenmistir. Sahin (2016) de matematik 6gretmen adaylarinin boliinebilme
ispatlarini yaparken ispatin anahtar kavramlarini belirlediklerini saptamistir. Raman (2003) ispatin
anahtar kavramini belirlemenin sezgisel bir durum oldugunu ifade etmistir. Bu anlamda ispatin anahtar
kavramini belirler becerisinin bilissel beceri olarak degerlendirilmesi Raman’in (2003) calismasini
desteklemektedir.

Ispat 6nermesini okuma kategorisinde ulagilan son beceri ise “Ispatin hipotez ve hiikmiinii
belirlemek igin 6nermenin altini gizer.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilardan Ot
ile arastirmaci arasinda gegen diyalog Sekil 3'deki gibidir (Satir, 79-83).
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[18.43] A: Bu soruda da 6nermenin altini ¢izdiniz hocam. Neden?

[18.45] O: Yine sonunu yuvarlak icine aldim hocam. Bizden ne istedigini belirtmek icin yapiyorum.
Buralari ¢cizmemin sebebi de n'ye kadar olan n tane tek say1 diyor yani sorularin kagar tane oldugunu
anlamak igin.

[19.02] A: Yani yuvarlak igine aldigimiz yer daha énemli bir yer, altini ¢izdiginiz yer 6nemli bir yer dyle mi?

[19.04] Oiz: Yani 6yle de sdylenebilir ama daha ¢ok hipotez hiikiim gibi de diisiinebiliriz.

Sekil 3. On ile Arastirmact Arasinda 1. Onermede Yasanan Diyalogdan Bir Kesit

Diyalog incelendiginde katilimcinin “Ispatin hipotez ve hiitkmiinii belirlemek icin 6nermenin
altin1 cizer.” becerisini sergiledigi anlasilmaktadir. Calismada katilimcinin bu beceriyi otomatiklesmis
bir beceri olarak gerceklestirdigi anlasildigindan kod bilissel beceriler temasinda degerlendirilmistir.
Erdem (2005) metni okurken altini ¢izmenin hedefleri belirleme agisindan énemli oldugunu; ancak bu
becerinin otomatiklesmis beceri haline getirildiginde gerekli olmayan bdliimlerinde altinin
cizilebildigini ifade etmistir. Bu ¢alismada katihimcilarin otomatiklesmis bir beceri olarak bu beceriyi
sergiledigi belirlendiginden bilissel beceri olarak degerlendirilmistir. Bu dogrultuda ulasilan sonucun
s0zli gegen ¢alismanin bulgularin destekledigi soylenebilir.

Calismada bilissel beceriler temasinda wulasilan bir diger kategori “Dogrulugunu
degerlendirme” kategorisidir. Bu kategoride “Ritiiel ispat semasina gore ispatin dogrulugunu

degerlendirir.”, “Sezgisel olarak &nermenin dogrulugunu degerlendirir.”, “Ispat siirecinde yazdig
islemlerin dogrulugunu otoriteye sorar.”, “Otoriter ispat semasina gore ispatin dogrulugunu
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degerlendirir.”, “Tiimevarimsal ispat semasina gore ispatin dogrulugunu degerlendirir.”, “Islemlerini
kontrol ederek dogrulugunu degerlendirir.” ve “Islemlerin tamamini tekrar yaparak ispatin
dogrulugunu degerlendirir.” bilissel becerilerine ulasilmistir.

Bu kategoride ulasilan ilk bilissel beceri “Ritiiel ispat semasina goére ispatin dogrulugunu
degerlendirir.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen Ob2'nin “[21.15] Dogru ama gecerli midir
bilmem. Gegerligini alandaki uzman kisiler bilebilir. (Satir, 69)” ifadeleri ile OASp2nin “[42.41] Gegerli
degildir. Yani bir seylerin dogrulugunu sembolik olarak gosterdim ama bunu matematiksel anlamda yazamadim
galiba. (Satir, 202-203)” ifadeleri bu beceriye &rnek olarak verilebilir. Ifadeler incelendiginde
katillmcilarin  yaptiklar1 ispatin  dogrulugundan emin olamadiklar1 veya gegerli olmadigini
diisiindiikleri anlagilmaktadir. Ritiiel ispat semasinda gore gerekcelendirme yaptiklari anlasilan
katilimcilarin sergiledikleri beceri “Ritiiel ispat semasina gore ispatin dogrulugunu degerlendirir.”
kodu olarak adlandirilmistir. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilarin ispat1 gerekgelendirirken
kararsizlik yasadiklari, dogrulugundan emin olamadiklar: ve yaptiklar: ispatin dogrulugundan emin
olmadiklar1 belirlenmistir. Bu nedenle bilissel beceri olarak degerlendirilmistir. Alan yazindaki
calismalar katilimcilarin bu beceriyi sergiledigini gostermektedir (Doruk ve Kaplan, 2015; Doruk, 2016;
Harel ve Sowder, 1998; Martin ve Harel, 1989). “Ritiiel ispat semasina gore ispatin dogrulugunu
degerlendirir.” bulgusunun alan yazin destekledigi soylenebilir.

Dogrulugunu degerlendirme kategorisinde ulasilan bir diger bilissel beceri ise “Sezgisel olarak
onermenin dogrulugunu degerlendirir.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilarin
bazilarinin goriisleri Tablo 5'de sunulmustur.

Tablo 5. “Sezgisel olarak 6nermenin dogrulugunu degerlendirir.” Becerisini Sergiledigi Belirlenen
Katilimcilarin Bazilarinin ifadeleri

Katitlma Onerme Gériisii

“[39.46] Sunu anliyorum aslinda: iki asal say1 bir say1y1 béliiyorsa ¢carpiminin da
bolecegini. Aslinda suradan anliyorum, k yerine x+1 yazdigimda ¢, a.b’nin bir kat1 geliyor.

OASor ! Aymni sekilde f'de x’in kat1 oldugu icin ¢ yine a.b’nin bir kat1 olmak zorunda. Ama bunlar1
yaziya dokemiyorum hocam.” (Satir, 98-101)
“[23.13] Simdi hem a hem de b, ¢’yi bdliiyorsa ve a ile b aralarinda asalsa demek ki ¢'nin a
o) ’ ve b olarak iki tane ¢arpani olmak zorundadir. Dolayisiyla ¢’'nin a ve b gibi en az iki
01

¢arpani varsa a.b’nin de c’yi vermesi zorunludur. Ama bunu ispat etmemiz lazim.” (Satir,
105-107)
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Tablo 5 incelendiginde her iki onerme iginde “Sezgisel olarak Onermenin dogrulugunu
degerlendirir.” becerisini sergiledigi belirlenen katilimcilarin oldugu goriilmektedir. Bu beceri
matematiksel ispatin gecerli olmasini saglamamaktadir. Ayni zamanda iist diizey diisiinme becerisi
gerektirmeyip sadece i¢ sezilere dayalidir. Bu nedenle bilissel beceri olarak ele alinmistir. Samper ve
digerleri (2016) yaptiklari calismada katihmcilarin sezgisel olarak ispat yapmaya calistiklarimi
belirlemistir. MacDonald (1973) sezgisel ispatin hafife alindig1 kadar kolay olmadigin belirtmis ancak
bu ispat tiirliniin 6gretici bir rol iistlenmesine karsin gercek anlamda bir ispat niteligi tasstmadigim
belirtmistir.

Bu kategoride ulagilan bir bagka biligsel beceri ise “Ispat siirecinde yazdigi islemlerin
dogrulugunu otoriteye sorar.” kodudur. Bu beceriyi her iki énerme icinde sergiledigi belirlenen Oi'nin
“[18.18] Dogru anladim degil mi hocam, n'ye kadar olan ardisik tek sayilarin... 1'den baglayp. (Satir, 78)”
ifadelerinden bu beceriyi 1. Onermede sergiledigi; “[32.07] Hocam en son noktada (k.t)/c mi geldi? Dogru
mu hocam?... (Satir, 135)” ifadelerinden de 2. 6nermede sergiledigi belirlenmistir. Bu beceri kisinin
kendini degerlendirmesini veya sorgulama yapmasimi icermediginden bilissel beceri olarak
degerlendirilmistir. Sahin’de (2016) matematik 6gretmeni adaylarinin ispat siirecinin dogrulugunu
arastirmaciya sordugunu belirlemistir. Bu anlamda ispat siirecinde yazdig: islemlerin dogrulugunu
otoriteye sorar becerisinin alan yazinla Ortiistiigii sOylenebilir. Calisma siirecinde arastirmaci ile
katilimcr arasindaki diyalog siirecinde katilimci arastirmaciy1 otorite olarak gordiigiinden dogrulugunu
arastirmaciya sormaktadir. Baska bir ifadeyle katiimc1 burada bir otoriteye (bu otorite bazen bir
Ogretmen olabilecegi gibi bazen de kitap vs. gibi materyaller olabilir) basvurma yoluna gitmistir.
Ogrenci burada ayni soruyu kendisine yoneltmis olsaydi katilimcimn sorgulama yaptigi
degerlendirilerek bu beceri iist bilissel olarak kabul edilebilirdi. Ancak bu haliyle katilimcinin bir
otoriteye teyit ettirmeye calistig1 anlasildigindan bu beceri biligsel olarak siniflandirilmistir.

Bu kategoride ulasilan “Otoriter ispat semasina gore ispatin dogrulugunu degerlendirir.” kodu
yalmzca 1. Onermede tespit edilebilmistir. Bu beceriyi sergileyen Oo1 “[11.05] Ispatin gecerli olabilmesi
icin,1'den n'e kadar olanlarin toplaminin dogru oldu§unu gostermek gerekir. Ben bunu o teoreme dayandirarak
ispatladigim igin sitkinti yok. (Satir, 48-49)” ifadelerini kullanmistir. Ogretmenin ifadelerinden ispatin
gerekcelendirmesini yaparken ezberledigi bir teoreme dayandirdigi anlasilmaktadir. ispat
gerekgelendirilirken ezberlenen teorem, formiil veya kurala dayandirilmasi otoriter ispat semasina gore
gerekgelendirme olarak ele alinmaktadir. Ogretmenin kullandig ifadeler ve otoriter ispat semasimin
tanimi g6z Oniine alindiginda 6gretmenin “Otoriter ispat semasina gore ispatin dogrulugunu
degerlendirir.” becerisini sergiledigi anlasilmaktadir. Contay’da (2017) ortaokul matematik 6gretmeni
adaylarinin ispat semalarini arastirdigl ¢alismasinda, 6gretmen adaylarinin ispat yaparken otoriter
ispat semasmi kullandigini belirlemistir. Otoriter ispat semasina gore ispatin dogrulugunu
degerlendirir becerisi kiginin iist diizey akil yiiriitme becerisini gerektirmeyip bir otoriteye dayali
degerlendirme yapmasini gerektirdiginden biligsel beceri olarak degerlendirilmistir.

Ispat yapma siirecinde sergilendigi belirlenen bir bagka biligsel beceri “Tiimevarimsal ispat
semasina gore ispatin dogrulugunu degerlendirir.” becerisidir. Bu beceriye 6rnek olarak OAlo2'nin
kullandig1 “[00.51] Sadece formiilii yazdi§im zaman ispat olmaz. (Satir, 6)... [00.58] Deger vererek en fazla
ispatlayabilivim. (Satir, 8)... [01.02] Mesela 1’den n’ye kadar demis. 1'i verdigimiz zaman 2-1 den 1 olur. Sonra
2'yi verirsek 4-1 den 3 olur. Mesela 15'i versek 30-1=29 bu sekilde olur. (Satir, 10-11)” ifadeler verilebilir.
Katilimeinin ifadeleri incelendiginde birkag 6rnek vererek sonuca ulasmaya galistig1 anlasilmaktadir.
Birkag ornek vererek ispat gerekcelendirme yapma tiimevarimsal ispat semasi (6rnek temelli) olarak
adlandirilmaktadir. Bu nedenle katilimcinin ifadeleri, onun “Tiimevarimsal ispat semasina gore ispatin
dogrulugunu degerlendirir.” becerisini sergiledigi seklinde yorumlanmistir. Smith ve Kosslyn (2014)
tlimevarimsal akil yiiriitmenin bilginin dogrulugu hakkinda kesin bir sonug vermedigini; ancak genel
bir 6ngorii olusturabilecegini ifade etmistir. Goldstein (2013) tiimevarimsal akil yiiriitmenin genellikle
farkinda olmadan yapilan bir beceri oldugunu ifade etmistir. Martin ve Harel (1989) 6gretmen
adaylariyla yaptiklari ¢alismada 6gretmen adaylarinin yogun bir sekilde bu beceriyi sergilediklerini
belirlemistir. Bu dogrultuda elde edilen becerinin bilissel olarak degerlendirilmesinin sozii gegen
calismalar: destekledigi soylenebilir.
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Bu kategoride ulasilan bir bagka bilissel beceri “slemlerini kontrol ederek dogrulugu
degerlendirir.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilardan Opi ile aragtirmac
arasindaki diyalog Sekil 4’de sunulmustur (Satir, 39-41).

[06.41] Op1: ...[Islemleri yaparak anlatmaktadir]... Daha formiilii bulamadik.

[08.05] A: Neden bulamadiginiz1 diisiiniiyorsunuz?

[08.11] Op1: Ciinkii bu dogru bir sey degil. Bu formiil ona esit mi acaba?... [Islemleri
tekrar bastan yapmaktadir]...

Sekil 4. Op: ile Arastirmaci Arasinda 1. Onermede Yasanan Diyalogdan Bir Kesit

Sekil 4’de ki diyalog incelendiginde &gretmenin formiiliin esitlini kontrol etmek igin
“Islemlerini kontrol ederek dogrulugunu degerlendirir.” becerisini sergiledigi anlagilmaktadir. Bu
beceriyi sergileyen katilimcilarin otomatiklesmis beceri olarak islemlerini kontrol ettigi ve
dogrulugunu/yanhishgm degerlendirdigi goriilmiistiir. Oztiirk, Akkan ve Kaplan (2014) iistiin
yetenekli 6grencilerle problem ¢dzmeye yonelik yaptiklar: calismada {istiin yetenekli &grencilerin
degerlendirme siirecinde islemlerini kontrol ettiklerini belirlemis ve bu becerinin iist bilissel oldugunu
ifade etmislerdir. Becerilerin farkli degerlendirilmesi orneklem o&zelliklerinin farkli olmasindan
kaynaklanmuis olabilir.

Dogrulugunu degerlendirme kategorisinde ulagilan son biligsel beceri “Islemlerin tamamin
tekrar yaparak ispatin dogrulugunu degerlendirir.” kodudur. Ornegin, OASi’nin ifadeleri soyledir
(Satir, 65-69):

“[18.58] Islemlerimi bir daha kontrol edeyim. 1’den (2t + 1) gibi herhangi bir tek sayiya kadar
olan sayilarin toplamina a dedim. O aradaki cift sayilara da b dedim. b’yi 2 parantezine aldigimda
bildigim bir formiile ulastyorum. Bu formiil 1 den n’ye kadar olan sayilarin toplami formiilii.
Buradan b'nin t? + t'ye esit oldugunu buldum. Denklemde b’yi yerine yazarsam burdan a y1
(t + 1)? buluyorum. En basta n ye 2t+ 1 demigtim o zaman (t+1) de (n+1)/2 olur.
Déntistiirdtigiim ifadeye tekrar ulagtim.”

Katilimcinin ifadeleri ve etkinlik kart incelendiginde ispatin dogrulugunu degerlendirmek igin
islemlerin tamamini yeniden yaptig1 anlasilmaktadir. Bu nedenle katilimcinin “Islemlerin tamamin
tekrar yaparak ispatin dogrulugunu degerlendirir.” becerisini sergiledigi diistiniilmiistiir. Bu becerinin
katilimailar igin iist diizey diisiinme becerisi gerektirmedigi belirlendiginden biligsel beceri kapsaminda
degerlendirilmistir. Ozkaya ve Isleyen’de (2012) yaptiklari galismada matematik 6gretmen adaylarmin
fonksiyonlar konusunda problem ¢dzerken islemlerini tekrar yaparak dogrulugunu degerlendirdigini
belirlemistir.

Biligsel beceriler temasinda ulasilan bir diger kategori “Strateji belirleme” kategorisidir. Bu

kategoride “Sozel olarak 6nermenin ispatini ifade eder.”, “Ezberledigi yolla ispat yapar.” ve “Ispat
stratejisini uygulamada diisiik 6z-yeterlige sahiptir.” bilissel becerilerine ulagilmistir.

Strateji belirleme kategorisinde ulasilan biligsel becerilerin ilki “Sézel olarak dnermenin ispatini
ifade eder.” kodudur. Bu beceriyi 1. Onermede sergiledigi belirlenen katilimcilardan OAlor diisiincesini
sOyle ifade etmistir (Satir, 37-41):

“[10.19] 1+3+5+...+n ye kadar olsa mesela bunun terim sayisin1 bulsak son terim-ilk terim/ artis
miktar1. Artis miktar1 2 oluyor. Mesela bunu getirip son terimle ilk terimin toplammnin yarisi
yapsak (n+1)/2 olur. Surada da aynisin1 yapiyoruz. Son terimle ilk terimi topluyoruz ama toplam
terim sayisinin yarist oluyor. O zaman sunu da 2 ye bolsek formiilii belki bu sekilde elde
edebilirim.”

Katilimcinin ifadeleri incelendiginde “Sézel olarak dnermenin ispatini ifade eder.” becerisini
sergiledigi anlagilmaktadir. 2. Onermede bu beceriyi sergiledigi belirlenen Oz 6gretmeninin etkinlik
kartina ait ekran goriintiisii Sekil 5’de sunulmustur.
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Sekil 5. Op2'nin Sozel Olarak Onermenin ispatlm Ifade Ettigini Gosteren Ekran Goriintiisii

Sekil 5 incelendiginde katiimcinin “Sozel olarak Gnermenin ispatini ifade eder.” becerisini
sergiledigi anlasilmaktadir. Bu beceri matematiksel ispatin dogrulugunun degerlendirilmesinde bir
anlam ifade etmediginden biligsel beceri olarak ele alinmistir. Alan yazinda bu becerinin sergilendigine
yonelik bulgular mevcuttur (Nool, 2012; Sahin, 2016). Bu baglamda matematik 6gretmenlerinin ve
Ogretmeni adaylarinin bu beceriyi sergilediklerinin tespit edilmesi alan yazini desteklemektedir.

Bu kategoride ulagilan bir diger biligsel beceri “Ezberledigi yolla ispat yapar.” kodudur. Bu
beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilarin bazilarinin ifadeleri Tablo 6’da sunulmustur.

Tablo 6. “Ezberledigi yolla ispat yapar.” Becerisini Sergiledigi Belirlenen Katilimcilardan Bazilarinin
Ifadeleri

Katilimc1 Onerme Goriisii

“[13.29] Ardisik tek sayilarin toplamini veren formdiil vardi. Terimler toplami=

Oz 1 Terim sayist. Ortanca terim... Terim sayisi son terim-ilk terim/artis miktari+1
digeri de son terim+1/2 olup ¢arpacaktik. Yani bunu veren formiil (n+1)/2'nin
karesi olur.” (Satir, 48-50)

“[26.21] ...1’den basliyormus ardisik tek say1 dedigi icin 2, 2 ekleyecegim. 1+3+5+7

OAl;: 1 diye gidiyor n ye kadar. Bunun formiilii ezbere dayali neydi hatirlamiyorum.”
(Satir, 198-199)

. “[24.39] Yine b’de vardir sey m’de vardir. Burada zaten onun varliginm

OASH 2

gosteriyoruz; ama ¢ok mu kabul oluyor bilmiyorum. Bunun giizel bir ispat1 vards;
ama su an aklima gelmiyor...” (Satir, 115-116)

Tablo 6 incelendiginde katilimcilarin “Ezberledigi yolla ispat yapar.” becerisini sergiledikleri
anlasilmaktadir. Bu beceri bireyin hafizasina dayali bir beceri olup, katilimcilarin hatirlayabildikleri
kadariyla ispati yapabildiklerini gostermektedir. Bu nedenle beceri bilissel beceri olarak
degerlendirilmistir. Sahin (2016) de matematik Ogretmeni adaylarinin ezberledikleri yolla ispat
yaptiklarini belirlemistir.

Strateji belirleme kategorisinde ulasilan son bilissel beceri ”ispat stratejisini uygulamada diisiik
dz-yeterlige sahiptir.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen OASor “[27.04] Dogrudan olmayana
ergi kullansam. Onu da ¢ok yapabileceSimi diisiinmiiyorum agikcast olmayana ergiden. (Satir, 77-78)”
ifadelerini kullanmistir. Ogretmen adaymin ifadeleri incelendiginde, farkl ispat stratejileri belirttigi
ancak stratejiyi uygulayip sonuca ulasabilme noktasinda kendisini yeterli gormedigi anlasilmaktadir.
Bu durum &gretmen adayinin “Ispat stratejisini uygulamada diisiik dz-yeterlige sahiptir.” becerisini
sergiledigi seklinde yorumlanmustir. Oz-yeterlik bir gdrevle daha uzun siire mesgul olmay1 ve
matematikte bir problemi ¢dzemediginde daha uzun siire iizerine ¢alismayi1 saglamaktadir (Bruning
vd., 2014). Bu kod diisitk 0Oz-yeterlik icerdiginden bireylerin Onermeyle mesgul olma veya
yapamadiginda onermeyle ilgilenme siiresini kisaltacaktir. Bu nedenle diigiik 6z-yeterlik {ist bilissel
aktivite gerektirmeyip biligsel olarak degerlendirilmistir.
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Biligsel beceriler temasinda ulasilan kategorilerden bir digeri “Islem siireci” kategorisidir. islem
siireci kategorisinde “Ispat siirecinde lemmalarin da ispatlanmasi gerektigini diistiniir.”, “Oriintii
genelleme yapar.” ve “Olmadigina 6rnek vererek énermeyi reddeder.” kodlarina ulasilmaistir.

Islem siireci kategorisinde elde edilen biligsel becerilerden ilki “Ispat siirecinde lemmalarin da
ispatlanmasi gerektigini diistiniir.” kodudur. Bu inanisa sahip oldugu belirlenen katilimcilardan Ok ile
arastirmaci arasinda gecen diyalog Sekil 6’da sunulmustur (Satir, 100-104).

[22.40] Oz Bu ispat degildir hocam.

[22.41] A: Neden bunun ispat olmadigini diistiniiyorsunuz?

[22.42] Ok: Ciinkii ben surada bir kabulden yola giktim. Aslinda teoremlerde de biz bazen sunu
yapiyoruz; Oklid’de de baz1 postulatlar1 kabul ediyoruz. Onun iizerine gidiyoruz ama
herhalde bunu da agtklamam gerekirdi en temelde. Yani ben bu teoremi bilerek bagladim.

Sekil 6. Oz ile Arastirmact Arasinda Yasanan Diyalogdan Bir Kesit

Sekil 6’daki diyalog incelendiginde Ogretmenin yapilan her ispat i¢in o ispatta gegen
lemmalarin da ispatinin yapilmas: gerektigini diistindiigii anlasilmaktadir. Bu durum 6gretmenin
“Ispat siirecinde lemmalarin da ispatlanmasi gerektigini diisiiniir.” kodunu sergiledigi seklinde
yorumlanmustir. Bu kod bireylerin ispat kavramina yonelik goriiglerini ifade eden bir diisiince (yanhs
bir diisiince) olup tist bellek aktivitesi gerektirmediginden bilissel olarak degerlendirilmistir.

Islem siireci kategorisinde ulagilan bir diger biligsel beceri ise “Oriintii genelleme yapar.”
kodudur. Sadece 1. Onermede sergilendigi belirlenen bu beceriyi, sergiledigi belirlenen OASpi'in
asagidaki ifadelerinden bu beceriyi sergiledigi anlasilmistir (Satir, 183-186):

“[28.16] ...Ben bu formiilii s6yle yaparim hocam. Yani mantiken ilk 6nce sunu sorarim: ilk dort
terimin toplami nedir? 16. n’li bir terim kullanarak, formiilii 16'ya genellestirmeye ¢alisalim.
Ezberde tutamiyorum zaten, simdi ne olabilir? Simdi n=1 i¢in 1, n=2 icin 4, n=3 i¢in 9, n=4 icin 16.
O zaman n? oluyor hocam. Bu yiizden de n?'dir.”

Katilimcinin ifadeleri incelendiginde 6gretmen aday1 birka¢ adim igin deger vererek deneme
yaptiktan sonra genellemeye ulasmistir. Baska bir ifadeyle sonra bilinen anlamda oriintii genelleme
yapmistir. Bu nedenle &gretmen adaymin “Oriintii genelleme yapar.” becerisini sergiledigi
anlagilmaktadir. Oriintii genelleme bir ispat ifade etmeyip durumun dogrulugunu garanti
etmeyeceginden biligsel beceri olarak ele alinmistir. CadeZ ve Kolar (2015) genellemenin deneyim
gerektirmeyen formel yollarla yiiriitiilen tiimdengelimsel akil ytiriitme oldugunu ifade etmistir. Bu
anlamda oriintii genelleme yapmamnin bilissel beceri olarak belirlenmesinin sozii gegen calismay1
destekledigi sdylenebilir.

Islem siireci kategorisinde ulagilan son biligsel beceri “Olmadigina 6rnek vererek 6nermeyi
reddeder.” kodudur. Bu becerinin sadece 2. nermede sergilendigi belirlenebilmistir. OAlp2'nin
asagidaki ifadeleri bu beceriye 6rnek olarak gosterilebilir (Satir, 64-66):

“[19.14] Mesela bu a ile b’yi aralarinda asal diye kabul ediyorum. Bu tek say:1 oluyor (a’y1
gosterir), bu cift say1 oluyor (c’yi gosterir). Bu da tek say1 oluyor (b’yi gosterir). Bunda olmuyor.
a ile c’yi esit kabul ettim onda oluyor. Bir tane olmayan 6rnek verdigimiz i¢in yeterli oluyor. ”

Ogretmen adayinin ifadeleri ve etkinlik karti incelendiginde 6gretmen adaymin verdigi bir
ornek sonucunda yaptigr islem hatasiyla birlikte onermenin dogru olmadigi sonucuna ulastig:
belirlenmistir. Bu durum Ogretmen adaymin “Olmadigina ornek vererek onermeyi reddeder.”
becerisini sergiledigi seklinde yorumlanmistir. Bu beceri ¢alismada bilissel olarak degerlendirilmistir.
Clinkii ¢alismada katilimcilara verilen etkinliklerde yer alan dnermeler dogrudur ve dogrulugunun
gosterilmesi gerekmektedir. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katiimcilar genellikle 6nermeyi yanlig
anlamiglar veya yanhs islem yapmuslardir. Bagka bir ifadeyle yanlis gerekcelendirme yapmiglardir.
Giiler ve Ekmekci (2016) de yaptiklar: ¢calismada matematik o0gretmen adaylarinin ispat dnermesini
reddederken zayif gerekgeler sundugunu belirlemistir.
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Biligsel beceriler temasinda ulasilan son kategori ise “Sezgisel kestirme yollar1” kategorisidir.

Bu kategori altinda “Her zaman amaca dogru ilerler.”, “Ara¢-amag analizi yapar.”, “Tepe tirmanist
yapar.”, “Rasgele arama yapar.” kodlari tespit edilmistir.

Bu kategoride ulasilan bilissel becerilerin ilki “Her zaman amaca dogru ilerler.” kodudur.
Sadece 2. 5nermede sergilendigi belirlenen bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilardan Opi’in sesli
diisiinme protokoliinde kullandig1 asagidaki ifade ve etkinlik kartinda (Bkz. Sekil 7) yaptig1 islemler bu
beceriyi sergiledigini gostermektedir (Satir, 61-64):

“[14.08] Simdi, a.k, b.t'ye esit ve a ile b aralarinda. Bu nedenle a ile b'nin birbirine esit olma
durumu so6z konusu degil. Eee... Bunlarin carpimlari birbirine esit olacaksa k ile t’de aralarinda
asal olacak. Aralarinda asal olmasindan ziyade bunlarin carpimlari da ayni olduguna gore, ben
burada b = k, a = t demem gerekir”
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Sekil 7. Opr’in etkinlik kartindan bir kesit

Ogretmenin ifadeleri ve Sekil 7’deki etkinlik karti incelendiginde belli adimlar1 kisaltarak (bu
adimlar ispat i¢in 6nemli, goz ard1 edilemeyecek adimlardir) sonuca ulasmaya ¢alisti1 goriilmektedir.
Bu kisaltma 6gretmeni yanlis sonuca gotiirmiistiir. Problem ¢dzme siirecinde hedefe ulasmada gerekli
olan adimlar1 goz ardi ederek kisa yoldan bir sonuca ulasma her zaman amaca dogru ilerleme olarak
adlandirilmaktadir. Bagka bir ifadeyle, 6zellikle cebir alaninda bazi problemlerin ¢6ziimii dogrudan
basitlestirme yoluyla sonuca ulastirilamaz. Once bir karmasiklastirma islemi yapildiktan sonra
basitlestirme islemine gegilebilir. Bu tiir problemlerde hedef gériindiigiinde dogrudan sonuca gidilirse
sonuca genellikle ulasilamayacaktir (Arcavi, Drijvers ve Stacey, 2017). Bu nedenle 6gretmeninin “Her
zaman amaca dogru ilerler.” becerisini sergiledigi anlasilmaktadir.

Bu kategoride ulasilan bir diger bilissel beceri “Arag-amag analizi yapar.” kodudur. Bu beceriyi
sergiledigi belirlenen katilimcilarin ifadelerinden 6rnekler Tablo 7’de sunulmustur.

Tablo 7. “Arag-amag analizi yapar.” Becerisini Sergiledigi Belirlenen Katilimcilardan Bazilarinin
Ifadeleri

Katilimcr Onerme Goriisii

“[09.45] Bir daha yapiyorum hocam. (4n* + 2n): 2 — n ne yapar? 4n? — 2n? + 2n —
Oo 1 2n... Sunlarin ikisi gitti. (2n?: 2).n?'yi buldum hocam. 1’den n’e kadar olanlar1

aldim. Onlardan tek sayilarin toplamini bulmak istiyordum ya 1’den 2n’e kadar

olanlar1 ¢ikardim. Sonucta n? buldum. 1spat tamamlamis oldu.” (Satir, 43-46)

. “[34.22] ... Bunu da x.(x+1) diye parcaladigimda x’ler zaten birbirini bdliiyor.
OASor 2 Sadece (x+1) K'y1 boler mi oldu. (x+1) de b’ydi. Simdi b béler k mu oldu? Aslinda
k, b'nin bir kat1 olmak zorunda yani buradan onu anliyorum.” (Satir, 91-93)

Tablo 7 incelendiginde katihmcilarin siireg icerisinde analiz ederek islemi yapmaya ¢alistiklar:
anlasilmaktadir. Ancak katihmcilarin yaptiklar: islemler onlarin sonuglarinin dogrulugunu garanti
etmeyecek islemlerdir. Hedefin alt hedeflere boliinerek incelendigi, belli algoritmalarin kullanildig:
ancak bu algoritmalarin sonuca ulasmay1 garanti etmedigi yaklasimlar arag-amag analizi yapma olarak
adlandirilmaktadir. Bu nedenle elde edilen bulgu katilimcinin “Arag-amag analizi yapar.” becerisini
sergiledigi seklinde yorumlanmustir.
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Bu kategoride ulasilan bir bagka bilissel beceri “Tepe tirmanis1 yapar.” kodudur. Bu beceriyi
sergiledigi belirlenen katilimcilardan bazilarindan ifadeler 6rnek olarak Tablo 8’de sunulmustur.

Tablo 8. “Tepe tirmanist yapar.” Becerisini Sergiledigi Belirlenen Katilimcilardan Bazilarinin ifadeleri

Katillma  Onerme  Goriisii

Ob1 1 “[11.27] Yok bence degildir. Yani ben ilk aklima gelen bu oldugu i¢in bunu
yaptim.” (Satir, 41)

. “[27.18] ...Simdi kontrol edecegiz sunun sonucunun tamsay1 olup olmadigini.
OASar 2 Suraya bir soru isareti koyalim. ¢/[(c/k). (c/t)] seklinde ifade ettik. Buradan
(k.t)/c olur. c yerine a. k yazarsak; k gider. t/a kalir...” (Satir, 127-128)

Tablo 8 incelendiginde katilimcilarin dogru ¢oziim yoluna yaklastiklart ancak yaptiklar
sadelestirmelerle (kisa yollar kullanmaktadirlar) dogru sonuca ulasamadiklar: anlagilmaktadir. Dogru
¢oziim yoluna en yakin yanlis ¢oziim tepe tirmamsi olarak adlandirilmaktadir. Bu nedenle
katilimcilarin “Tepe tirmarnigi yapar.” (Smith ve Kosslyn, 2014, s. 417) becerisini sergiledikleri
anlasilmistir.

Sezgisel akil yiiriitme kategorisinde ulasilan son bilissel beceri ise “Rasgele arama yapar.”
kodudur. Her iki 6nermede de sergilendigi tespit edilen bu becerinin 1. Onermede sergilendigi
gozlemlerde belirlenmistir. 2. Onermede bu beceriyi sergiledigi belirlenen Oi'nin sesli diisiinme
protokoliinde kullandig1 “[34.00] a'y: b tiiriinden yazamaz muyim? k yerine bu sefer, biraz daha degistirecegim
hocam bakalim nasil olacak? t yerine a.c yazdik... (Satir, 142-143)” ifadelerinden bu beceriyi sergiledigi
anlagilmaktadir. Ogretmenin ifadeleri incelendiginde 6gretmen bir strateji dahilinde degil, rasgele
denemelerle ¢6ziim yoluna ulasmaya ¢alismaktadir. Benzer bir duruma OASp2'nin etkinlik kartinda da
rastlanmigtir. Ogretmen adaymin etkinlik kartindan goriintii Sekil 8’de sunulmustur.
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Sekil 8. OASp2'in Etkinlik Kartindan Bir Kesit

Sekil 8 incelendiginde katihlmcinin “Rasgele arama yapar.” biligsel becerisini sergiledigi
anlasilmaktadir. Bu becerilerin sergilendigi belirlenen katilimcilarin en kisa yoldan sonuca ulasmaya
calistiklar1 belirlenmistir. Bu beceriler katiimcilarin hedefi gordiiklerinde kisa yoldan hedefe
gitmelerini sagladigindan arada yapilmas: gereken islemlerin goz ardi edilmesine ve yanlis yapilmasia
sebebiyet verebilir (Smith ve Kosslyn, 2014, s. 417). Bu baglamda her zaman amaca dogru ilerler
becerisinin biligsel beceri olarak tespit edilmesinin s6zii gegen arastirmacilarin goriisiinii destekledigi
sOylenebilir.

Bilissel beceriler temasinda ulasilan kodlarin 6nermelere ve katilimcilara gore dagilimi Tablo
9’da sunulmustur.
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Tablo 9. Bilissel Beceriler Temasinda Sergilenen Becerilerin Sorulara ve Katilimcilara Gére Dagilimi

Beceriyi Sergileyen Beceriyi Sergileyen Son Beceriyi Sergileyen 1. Sinif

Sorular

Kategori Kod Ogretmenler Sinif Ogretmen Adaylani  Ogretmen Adaylar
f No f Ogretmenler f  Ogretmen Adaylan f  Ogretmen Adaylan
v e . - - OA1lpi- OA1p2-OAloi-
Onermeyi sembolik olarak yazar 2 15 4 OpxOor- Qo Ok 3 OASm-OASe-OAS: 6 OAlo- OAli- OAln
28 4 Oot- Ooz- Oir- On 2 OASp:- OASH - -
.. .. .. U .. .. .. OA1p1- OA1p2-OA1lo1-
« Ispat onermesini ilk kez okur 2 155 ?Dl_ ?DZ_ (?Ol_ (?H_ o 3 ?ASOZ_ (?ASH_ OAS:2 6 OAlo- OAli- OAl
5 i} 2S5 4 9D1- On2- Oot- Oit 2 OASo2- OASi1 - -
é (?nerme ifadesini tutarsiz forma dontistiiriir 1S 1 Oom - - - -
2 Qnermeyi anlamak icin kendi ciimleleriyle ifade eder 1S - - 1 9ASD2 - -
3 Onermenin dogrulugunu sezgisel olarak hisseder 1. - - 1 OASD: - -
E . . , 1S 1 O 2 OASpi-OASoi - -
‘ g Ispat 6nermesini adim adim okuyarak ilerler 2 5 T B 5 B AG O A S
g Onermeyi anlamadiginda birkag kez okur ve verilenler ’ 1S 1 @m 2 @ASOl- (:?ASH - -
§-‘ uzerine dustntir 2S5 1 Oo1 2 QASOI- (?ASH 1  OAlm:
. . _ . 1.5 - - 2 OASp2- OASH - -
Ispatin hipotez-hiikiim ve amaglarini belirler 2 5T T B B i 3 O A B A EAGTTTTT
Ispatin anahtar kavramlarini belirler 1 25 3 O Ooi- O 1 OASk - -
Ispatin hipotez-hiikmiinii anlamak igin énermenin altini ’ 1.5 1 (:?11 - - - -
cizer 25 1 Oom - - - -
Ritiiel ispat semasina gore ispatin dogrulugunu 2 s - - - - 1 OAlx
degerlendirir 2S 1 Om 2 OASpi- OAS, - -
qé Sezgisel olarak 6nermenin dogrulugunu degerlendirir 2 1S 1 O 2 OASoi-OASk - -
g 25 4  Opbi- Ooz- Oce- Oz - - 2 OAlox- OAln
Ea Otoriter ispat semasina gore ispatin dogrulugunu 1 1.5 3 Oobi- Oc- Ok - - 1 OAln
Eia degerlendirir
é’ Tiimevarimsal ispat semasina gore ispatin dogrulugunu 1 s - - - - 2 OAlpi- OAlo
g degerlendirir
= Ispat siirecinde yazdig1 islemlerin dogrulugunu otoriteye 2 1S 1 O 2 OASoi- OASK - -
£ sorar 25 1 Ok 3 OASp-OASi- OASE - -
Qo Islemlerini kontrol ederek dogrulugu degerlendirir 1 1S 1 Om - - - -
Islemlerin tamamini tekrar yaparak ispatin dogrulugunu 1 s - - 1 OASk - -

degerlendirir
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Tablo 9. Devami

M. Oztiirk ve A. Kaplan

Beceriyi Sergileyen

Beceriyi Sergileyen Son

Beceriyi Sergileyen 1. Sinif

Kategori Kod Sorular Ogretmenler Sinif Ogretmen Adaylani  Ogretmen Adaylar
No f (")gretmenler f (")gretmen Adaylan f (")gretmen Adaylan
w  Sozel olarak 6nermenin ispatini ifade eder LS - : - - 1 OAla
il 25..1.9e e — S—
g E Ezberledii yolla ispat yapar 1.5 2 Opi- Om2 2 9ASH- OASi2 1 9A112
n g 25 - - 1  OASk 1 OAlo
Ispat stratejisini uygulamada diisiik 6z-yeterlige sahiptir 25 - - 1 OASo1 - -
Ispat siirecinde lemmalarin da ispatlanmasi gerektigini -
g e 1.5 1 Ow - - - -
E § digtiniir
= = Oriintiileri genelleme yapar s - - 3  OASpi- OAS»2-OASe: - -
Olmadigina 6rnek vererek 6nermeyi reddeder 25 - - - - 2 OAlp:- OAln
o Her zaman amaca dogru ilerler 25 2 Op-Oo 1 OASh - -
"‘E o Arag-amag analizi yapar 15 1 O OQASor —
v E 25 - - OASo1 - -
3O 18 - - - - 1 OAle
2 > Tepe tirmanig! yapar oy P T
%0 2S5 1 Omn 2 OASp2- OASK2 - -
3 Rasgele arama yapar L5 1 (?Dl . = i . -
2S 1 Ok 2 OASp2- OASo1 - -
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Tablo 9 incelendiginde bilissel beceriler temasinda en sik sergilendigi belirlenen becerinin
“Ispat 6nermesini ilk kez okur.” kodu oldugu belirlenmistir. En az sergilendigi belirlenen becerilerin
ise “Onerme ifadesini tutarsiz forma doniistiiriir.”, ”Onermeyi anlamak i¢in kendi climleleriyle ifade
eder.”, “Onermenin dogrulugunu sezgisel olarak hisseder.”, “Islemlerini kontrol ederek dogrulugu
degerlendirir.”, “Islemlerin tamamini tekrar yaparak ispatin dogrulugunu degerlendirir.” ve “Ispat
siirecinde lemmalarin da ispatlanmasi gerektigini diisliniir.” becerileri oldugu tespit edilmistir.
Kategoriler baglaminda degerlendirildiginde en sik sergilendigi belirlenen kategori “Ispat 6nermesini
okuma” kategorisi iken en az sergilenen kategori “Islem siireci” kategorisidir. Ogretmenlerin en fazla
sergiledigi beceri “Ispat Snermesini ilk kez okur.” Ogretmen adaylarimin ise en fazla sergiledigi beceriler
“Ispat 6nermesini ilk kez okur.” ve “Onermeyi sembolik olarak yazar” kodlaridir. Biligsel beceriler
temasinda sayica en fazla beceriyi 6gretmenler sergilerken, en az beceriyi ise 1. Stnif 6gretmen adaylar:
sergilemistir.

Ust Biligsel Beceriler Temasinda Elde Edilen Bulgular ve Tartisma
Ust biligsel beceriler temasinda “Islemleri kolaylagtirma”, “Sorgulama”, “Farkindalik”,

“Planlama”, Strateji belirleme”, “Kontrol etme”, fliskilendirme” ve “Analojik akil yiiriitme” olarak
sekiz kategori olusmustur.

Ust biligsel beceriler temasindaki kategorilerin ilki “Islemleri kolaylastirma” kategorisidir. Bu
kategoride “Degisken degistirerek islem kolayligi saglar.”, “Islem kolaylig1 icin kesirli ifadelerden
kaginir.” ve “Ispatin anahtar kavramlarimni belirler.” kodlarina ulagilmistir. Burada

Islemleri kolaylastirma kategorisinde ulasilan iist biligsel becerilerin ilki “Degisken degistirerek
islem kolaylig1 saglar.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen Oi’in ifadeleri soyledir (Satir, 124-
136):

“[18.49] Burada n’yi kolay ifade edebilmek i¢in k’y1 kendimiz tanimladik. Soyle bir sey var:
Burada n’ye kadar diyor ama soruda bana sordugunda bir tek say1 verecek. Biz burada tek say1y1
daha kolay ifade edebilmek i¢in k kullandik. Ben bunu n’ye de ¢evirsem yine terim sayis1 (k + 1)
¢ikacak. Sonugta bir sey degismeyecek. Burada (2n + 1)'e kadar demedigi i¢in verdigi ifadede
n’yi de tek say1 olarak sdylemis. Ama oray1 tek say1 formatinda verse daha rahat ifade ederdik.
Bende yeni bir sey tanimlamazdim. Burada simdi n yazacagim buraya bakan belki unutacak tek
say1 oldugunu. (2k + 1) veya (2k — 1) yazinca tek say1 formatina daha agik ve net goziikiiyor.
n’ye de cevrilebilir. k’y1 ¢ekip yerine koyarsak, fark eden bir sey olmaz. Yani k’y1 ¢ektik mesela,
(n-1):2 simdi bakayim ne geliyor? Simdi k yerine (n — 1): 2 yazdik. (n — 1):2 + 1. O da ne geldi
(n + 1): 2'nin karesi geldi. O da az 6nce soylemis oldugum hesaba geldi. Yani (sonterim +
ilk terim): 2 geldi. Yani ortalamanin karesi geliyor. Aritmetik oldugu i¢in sonucta bastan birinci
terim ile sonuncu terim, ikinci terimle sondan bir nceki terim, hepsinin ortalamasini alsak zaten
sonugcta ayni hesaba ¢ikacak. n’ye de baglasak aym sey gelecek.”

C)gretmenin ifadeleri incelendiginde degisken degistirme yoluyla ispati kolaylastirmaya
calistign anlasilmaktadir. Bu durum Ogretmenin “Degisken degistirerek islem kolaylig1 saglar.”
becerisini sergiledigi seklinde yorumlanmustir.

Islemleri kolaylastirma kategorisinde ulasilan diger {ist biligsel beceri “Islem kolaylig1 icin
kesirli ifadelerden kagimir.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen OASpi ile arastirmaci arasinda
gecen diyalog soyledir:

OASp1: “[31.39] a'ya hatta 2k diyelim. Eger c, a’y: béliiyorsa ¢, 4k’dir. Simdi ¢, b’yi de béliiyorsa o
zaman c, 4k ise b de 4k’dir. (Satir, 203-204)”

A:“[32.47] Neden 2k, 4k seklinde ifadeler kullandiniz? (Satir, 209)”

OASp1: “[32.49] ...2 diyemem. k mesela 5 olursa olmaz. Yani ortaklarda birlestivmem lazim boler
sorularini... (Satir, 210-211)”

Diyalog incelendiginde 6gretmen adayinin “Islem kolaylig1 icin kesirli ifadelerden kaginir.”
becerisini sergiledigi anlasilmaktadir.
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Islemleri kolaylastirma kategorisinde ulasilan son {ist bilissel beceri ”ispatm anahtar
kavramlarini belirleyerek ispati kolaylastirmay:r amaglar.” kodudur. Yalnizca ikinci onermede
sergilendigi belirlenen bu beceriyi sergiledigi belirlenen OASi’in “[19.19] ...asalsa bunlarin EKOK lar: 1
oluyor. Yok, EBOB’lar1 evet EBOB’lar1 1 oluyor. (Satir, 97-98)” ifadelerinden EBOB’larmnin 1 olmasini
anahtar kavram olarak belirledigi anlasilmaktadir. Bu durum “Ispatin anahtar kavramlarin
belirleyerek ispat1 kolaylastirmay1 amaglar.” kodunu sergiledigi seklinde yorumlanmustir.

”ou

Islemleri kolaylastirma kategorisinde “Degisken degistirerek islem kolaylig1 saglar.”, “Islem
kolayligr icin kesirli ifadelerden kaginir.” ve ”ispatm anahtar kavramlarini belirler.” kodlarina
ulagilmigtir. Bu beceriler kisinin sahip oldugu bilgiyi kullanarak islemleri kolaylagtirmasini
saglamaktadir. Bu becerilerin bilissel, iist biligsel ayriminin yapilmasinda katilimcilarin diisiinceleri 6n
plana alinmistir. Ciinkii bu beceriler bilissel olarak ele alinabilecegi gibi {iist biligsel olarak da ele
almabilir. Bu boliimde sunulan kodlarda katilimcr goriisleri tist bilissel beceriye isaret ettigi igin bu
kategori tist bilissel temasi altinda degerlendirilmistir. Bu kategoride tespit edilen beceriler kisinin sahip
oldugu bilginin farkinda olmasini, buna yonelik 6z-diizenleme yapmasim gerektirmektedir. Bu nedenle
beceriler 6z-diizenleme baglaminda iist biligsel olarak degerlendirilmistir. Bruning ve digerleri (2014)
bireyin kendi becerisinin farkinda olup bu becerileri diizenlemesini {ist bilissel 6z-diizenleme olarak
acgiklamaktadir. Yiiksel (2004) bireyin hedefine ulasmak i¢in kendi becerilerini diizenlemesini 6z-
diizenleme olarak ifade etmistir. Bu nedenle islemleri kolaylastirma amaciyla sergilenen becerilerin {ist
bilissel olmasi alan yazini desteklemektedir.

Ust biligsel beceriler temasinda ulasilan bir diger kategori “Sorgulama” kategorisidir. Bu
kategoride “Kendine sorular sorarak ispat adimlarimi siirdiiriir.”, “Yaptig1 islemleri nedenleriyle
aciklar.”, “Hedefini belirlemeye yonelik sorular sorar.”, “Islem hatasi olup olmadigini kendine sorar.”
ve “Islemlerin dogrulugunu kontrol etmek icin kendine sorular sorar.” kodlarina ulagilmugtir.

Sorgulama kategorisinde ulasilan {ist bilissel becerilerin ilki “Kendine sorular sorarak ispat
adimlarim siirdiiriir.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilardan bazilarinin ifadeleri
Tablo 10’da 6rnek olarak sunulmustur.

Tablo 10. “Kendine sorular sorarak ispat adimlarin siirdiiriir.” Becerisini Sergiledigi Belirlenen
Katilimcilardan Bazilarinin Ifadeleri

Katilimcr Onerme Goriisii

“[05.59] ...n = 1igin 1, saghyor. n = 2 i¢in toplam1 4 oluyor, n = (n + 1) icin
OASe: 1 dogru oldugunu kabul edip n = (n + 2) i¢in dogru oldugunu gosterebilir miyiz?”
(Satir, 44-45)

“[29.28] ...Her iki tarafin karekokiinii almay: diistindiim ama yapmayacagim.
O 2 Taraf tarafa carpma yapacagim. Buradan ben sunu soyleyebilir miyim? a. b'nin
c’yi bolmektedir. Evet soyleyebilirim...” (Satir, 176-177)

Tablo 10 incelendiginde katilimcilarin kendilerine sorular sorarak islem adimlarmi
surdiirdiikleri anlasilmaktadir. Baska bir ifadeyle katihmcilarin “Kendine sorular sorarak ispat
adimlarin siirdiiriir.” becerisini sergiledigi anlagilmaktadur.

Sorgulama kategorisinde ulasilan ikinci {ist bilissel beceri “Yaptig1 islemleri nedenleriyle
agiklar.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen katilimcilardan bazilarinin ifadelerinden 6rnekler
Tablo 11’da sunulmustur.
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Tablo 11. “Yaptig1 islemleri nedenleriyle aciklar.” Becerisini Sergiledigi Belirlenen Katilimcilardan
Bazilarinin ifadeleri

Katilimc1 Onerme Goriisii

. “[18.16] Terim say1isinin karesi ya da soyle yapabilirim: Dizi aritmetik bir dizi
On 1 C g

oldugu i¢in soyle yapabilirim...” (Satir, 118-119)

“[29.28] ...a ve b'nin EBOB’u 1'dir. Bu ne demek? Bunlarin en biiytiik ortak

oz 2 boleni 1’dir demektir...” (Satir, 141-142)

Tablo 11 incelendiginde katilimcilarin yaptiklari islemleri nedenleriyle ifade ettigi
goriilmektedir. Bagka bir ifadeyle katiimcilar hangi islemi neden yaptiklarini acgiklamaktadirlar. Bu
durum katilimcilarin  “Yaptigi islemleri nedenleriyle agiklar.” becerisini sergiledigi seklinde
yorumlanmaistir.

Sorgulama kategorisinde ulasilan bir diger iist bilissel beceri “Hedefini belirlemeye yonelik
sorular sorar.” kodudur. Bu becerinin sadece 1. 6nermede sergilendigi belirlenebilmistir. Bu beceriyi
sergiledigi belirlenen Oo2'nin “[20.16] ...Ben sunu gosterece§im: Acaba n=k+1 tane tek sayimn toplam: da
(k + 1)% midir? (k + 1) tane tek sayimn toplami da (k + 1) midir? (Satir, 116-117)” ifadeleri bu beceriyi
sergiledigini gostermektedir.

Sorgulama kategorisinde ulasilan bagka bir iist biligsel beceri “Islem hatasi olup olmadigin
kendine sorar.” kodudur. Sadece 1. 6nermede sergilendigi belirlenen beceriyi sergiledigi belirlenen
Obt'in “[08.11] ...2n?2, 2n, 4n?... Surada bir yerde yanhslik mi yaptim ben acaba? (Satir, 41-42)” ifadelerinden
“Islem hatas1 olup olmadigini kendine sorar.” becerisini sergiledigi anlasilmaktadir.

Sorgulama kategorisinde ulasilan son iist bilissel beceri ise “Islemlerin dogrulugunu kontrol
etmek i¢in kendine sorular sorar.” kodudur. Sadece 2. 6nermede sergilendigi belirlenen bu beceriyi
sergileyen katilimcilardan Oi’in “[18.16] ...mesela ne dedik 1'den 55'¢ kadar mi? 1 ile k+1 arasinda bir seydir.
(Satir, 119)” ifadelerinden ilgili beceriyi sergiledigi anlasilmaktadar.

Bu kategoride “Kendine sorular sorarak ispat adimlarini siirdiiriir.”, “Yaptig1 islemleri
nedenleriyle agiklar.”, “Hedefini belirlemeye yonelik sorular sorar.”, “Islem hatasi olup olmadigin
kendine sorar.” ve “Islemlerin dogrulugunu kontrol etmek icin kendine sorular sorar.” kodlarina
ulagilmigtir. Sorgulamaya dayali olan bu beceriler iist biligsel olarak degerlendirilmistir. Alan yazinda
bu beceriler genellikle iist biligsel izleme ad1 altinda sunulmaktadir. Sorgulamaya yo6nelik sergilenen
izleme becerilerinin iist biligsel beceriler olduklarin: ifade eden pek ¢ok calisma mevcuttur (Aydin ve
Ubuz, 2010; Jiang, Ma ve Gao, 2016; Schraw ve Dennison, 1994). Bu becerilerin iist biligsel olarak

yorumlanmasi alan yazini desteklemektedir.

Ust biligsel beceriler temasinda elde edilen bir diger kategori ise “Farkindalik” kategorisidir. Bu
kategori sadece 2. 6nermede belirlenebilmistir. Bu kategoride “Ispat yapmada kullandig stratejinin
farkindadir.”, “Yansiticr diisiinme becerisi sergiler.” ve “Onermede yer alan tiim ifadelerin ispatta
kullanilacaginin farkindadir.” becerilerine ulasilmistir.

Farkindalik kategorisinde ulagilan iist biligsel becerilerin ilki “Ispat yapmada kullandig:
stratejinin farkindadir.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen OASo1 “[32.41] Hocam ciftlerin
toplamini hatirlayamadim, hatirlayabilsem soyledigim yontemden sonucun ¢ikacagim biliyorum. (Satir, 81-82)”
ifadelerini kullanmistir. Ogretmen adayinin ifadeleri incelendiginde ispat yonteminin farkinda oldugu
ve o yontemin kendisini dogru sonuca ulastiracagini bildigi anlasilmaktadir. Bu nedenle 6gretmen
adayinin ”ispat yapmada kullandig1 stratejinin farkindadir.” becerisini sergiledigi anlasilmaktadir.

Farkindalik kategorisinde ulagilan bir diger iist biligsel beceri ise “Yansitic1 diisiinme becerisi
sergiler.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen OASi “[25.05] Yani matematiksel sembollerin
kullanildig1 bir ispat suan biraz uydurma gibi oluyor. Aralarinda asal hi¢ kullanmamis oluyorum. Vermislerse
kullanmak lazim. Aralarinda asal a ve b. (Satir, 118-119)” ifadelerini kullanmigtir. Bu ifadeler kisinin
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kendini degerlendirdigi gostermektedir. Alan yazinda kisinin kendini degerlendirmesi yansitici
diisiinme olarak adlandirildigindan, bu ifadeler ogretmen adaymin “Yansitici diisiinme becerisi
sergiler” kodunu sergiledigi seklinde yorumlanmagtir.

Farkindalik kategorisinde sergilendigi belirlenen bir bagka iist biligsel beceri “Onermede yer
alan tiim verilerin ispatta kullamilacagimnin farkindadir.” kodudur. Bu beceriyi sergileyen
katilimcilardan birisi OASi’dir. Bu o6gretmen adaymun “[30.27] Normalde gidiyorum ama seyi
kullanmiyorum aralarimda asal olmasini kullanmyorum hig¢ oradan biiyiik ihtimalle ¢ikacak. a.m = c,b.n = c,a
ile b aralarinda asaldir. (Satir, 100-101)” ifadeleri bu beceriye 6rnek olarak sunulabilir.

Bu kategori sadece ikinci dnermede elde edilmistir. Bu kategoride “Ispat yapmada kullandig:
stratejinin farkindadir.”, “Yansitici diistinme becerisi sergiler.” ve “Onermede yer alan tiim ifadelerin
ispatta kullanilacaginin farkindadir.” becerilerine ulasilmistir. Bu beceriler durumsal bilgi baglaminda
iist biligsel olarak degerlendirilmistir. Alan yazin incelendiginde bir stratejiyi nasil ve ne zaman
kullanacaginin farkinda olmanin {ist bilissel beceri oldugunu belirten ¢alismalar mevcuttur (Mokhtari
ve Reichard, 2002; Schraw ve Dennison, 1994; Yang, 2012). Bu baglamda farkindalik kategorisinde elde

edilen tist biligsel becerilerin alan yazini destekledigi sylenebilir.

Ust biligsel beceriler temasinda elde edilen bir diger kategori “Planlama” kategorisidir. Bu
kategoride “Sonuca y6nelik tahminde bulunur.”, “Ispata baglamadan 6nce neyi ispatlayacagina karar
verir.”, “Soru sorarak hedefini belirler.” ve “Ispat1 énce zihninde yapip sonra kagida doker.” kodlarina
ulagilmgtir.

Bu kategoride elde edilen ilk iist biligsel beceri “Sonuca yonelik tahminde bulunur.” kodudur.
Bu beceriyi sergiledigi belirlenen OASoz'nin daha énce bildigi formiilii yazarak bu formiilii hedef olarak
belirledigi, daha sonra bu ifadeyi dogrulamaya c¢alistig1 goriilmiistiir. Katiimcinin “Sonuca yonelik
tahminde bulunur.” becerisini sergiledigi etkinlik kart1 goriintiisii Sekil 9’da sunulmustur.

Nn'=r

Sekil 9. OASoy'in Etkinlik Kartindan Bir Kesit

Planlama kategorisinde ulasilan bir bagka tist bilissel beceri ”ispata baslamadan 6nce neyi
ispatlayacagina karar verir.” becerisidir. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen Oor'in “[24.16] Nasil ispat
etmem gerektigini diigiiniiyorum. Ispat icin baslangic noktas: bulmaya ve neyi ispatlayacagimi belirlemeye
calistyorum. Simdi soyledigim seyin matematiksel ispatini yapmam gerekiyor. Matematikte aldi§umiz verdigimiz
her seyin bir ispati olmasi lazim... (Satir, 111-113)” ifadelerinden ispata baslamadan Once neyi
ispatlayacagina karar verir becerisini sergiledigi anlasiimaktadir.

Planlama kategorisinde bulunan bir bagka iist bilissel beceri “Soru sorarak hedefini belirler.”
kodudur. Bu beceriye 6rnek olarak Ow'nin “[24.45] Simdi biz neyi ispatlayacagiz? c/(a.b) 'nin de bir
tamsay: oldugu ispatlayacagiz. (Satir, 118-119)” ifadeleri verilebilir. Ogretmenin ifadeleri incelendiginde
ilk once hedefi belirlemeye yonelik soru sordugu ardindan soruya yine kendisinin cevap verdigi
anlasilmaktadir. Bu nedenle Ogretmenin “Soru sorarak hedefini belirler.” becerisini sergiledigi
anlasilmaktadir.

Bu kategorideki son iist biligsel beceri “Ispati énce zihninde yapip sonra kagida doker.”
kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen Oo2 “[29.00] Simdi soyle. Zihnimde tasarlayp dogrulugunu
gordiigiim bir ifadeyi kdida dokiip dogrulugunu goriirsem devaminmi getiriyorum. Eger islemleri yaparken,
zihnimde tasarladi§imi kiida dokerken bir yerde bir hata goriirsem bu sefer o zihnimdeki ifadeleri birakip olaya
farkly yonden bakmaya calistyorum. (Satir, 165-168)” ifadelerini kullanmistir. Katiimecinun ifadeleri
incelendiginde bu beceriye 6rnek olusturdugu anlasilmaktadir.
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Bu kategori altinda “Sonuca yonelik tahminde bulunur.”, “Ispata basglamadan &nce neyi
ispatlayacagina karar verir.”, “Soru sorarak hedefini belirler.” ve “Ispat1 6nce zihninde yapip sonra
kagida doker.” becerilerine ulagilmistir. Alan yazinda planlamaya yonelik sergilenen becerilerin iist
bilissel oldugunu belirten pek ¢ok calisma mevcuttur (Cozza ve Oreshkina, 2013; Lesseig, 2016; Zazkis
vd., 2016). Bu nedenle planlama kategorisinde elde edilen becerilerin st bilissel olarak
degerlendirilmesinin alan yazini destekledigi soylenebilir.

Ust biligsel beceriler temasinda ulasilan bir bagka kategori “Strateji belirleme” kategorisidir. Bu
kategoride “Iraksak diigiinme yetenegini kullanir.” ve “Yakinsak diisiinme yetenegini kullanir.”
kodlarina ulasilmistir. Bu kodlar alan yazinda yaratic1 diisiinmenin asamalar1 olarak belirtilmistir. Bu
becerilere 6rnek olarak Oor’in “[18.26] Birkac ispat yontemini diisiiniip bunlardan birini sececeim... (Satir,
93)” climleleri verilebilir. Katilimcinin ifadeleri incelendiginde ilk olarak ¢6ziim yollarini gesitlendirdigi
yani 1raksak diisiinme sergiledigi, ardindan bu ¢6ziim yollarindan kendine en uygun olani segerek
yakinsak diisiinme sergiledigi anlasilmaktadir. Bu durum katilimcinin “Iraksak diisiinme yetenegini
kullanir.” ve “Yakinsak diisiinme yetenegini kullanir.” becerilerini sergiledigi seklinde yorumlanmugtir.

Yaratic1 diisiinme siirecinin agamalar1 olarak tanimlanan bu iki beceri iist diizey diisiinme
becerisi gerektirdiginden tist bilissel olarak degerlendirilmistir. Goldstein (2013) yaratici diisiinmenin
daha ¢ok i1raksak diistinmeyle bagdastirildigini, 1raksak diistinmenin de dogru diisiinmeye
yakinsamayi1 sagladigini belirtmistir. Plotnik (2009) ve Woolfolk-Hoy (2015) yakinsak ve iraksak
diisiinmenin analiz, sentez ve degerlendirme gerektirdigini belirtmistir. Schraw ve Dennison (1994)
birkag¢ ¢6ziim yolunun diisiiniilerek en uygun olanin secilmesini iist bilissel beceri olarak agiklamistir.
Bu baglamda yaratici diisiinmenin asamalar1 olarak tespit edilen “Iraksak diisiinme yetenegini
kullanur.” ve “Yakinsak diisiinme yetenegini kullanur.” becerilerinin tiist bilissel olmasi alan yazinla
Ortiismektedir.

Ust biligsel beceriler temasinda elde edilen diger bir kategori “Kontrol etme” kategorisidir. Bu
kategoride “Aksiyomatik ispat semasina gore ispatin dogrulugunu degerlendirir.”, “Hedefledigi
sonuca ulasip ulasamadigini kontrol eder.”, “Yanlis bir islem yaptiginda sorunun en basina donerek
tekrar ¢oziim yapar.” ve “Hata yaptiginda ispat stratejisini kontrol eder.” kodlarina ulasilmistir.

Kontrol etme kategorisinde ulasilan iist biligsel becerilerin ilki “Aksiyomatik ispat semasina
gore ispatin dogrulugunu degerlendirir.” kodudur. “Aksiyomatik ispat semasmna gore ispatinin
dogrulugunu degerlendirir.” becerisini sergiledigi belirlenen katilimcilardan bazilarinin ifadelerinden
ornekler Tablo 12’de sunulmustur.

Tablo 12. “Aksiyomatik ispat semasina gore ispatinin dogrulugunu degerlendirir.” Becerisini
Sergiledigi Belirlenen Katilimcilardan Bazilarimin ifadeleri

Katilimcr Onerme Goriisii

“[23.26] Evet, ispatim dogrudur. Oncelikle formiilii basit yontemlerle gormeye
Ooz 1 calisttim. Daha sonra olugan formiilii de tiimevarim yontemiyle gostermeye
calistim. Tiimevarim ispat yontemi bana dogruyu gosteriyor.” (Satir, 128-129)

“[24.44] Yani tamsayilarda ispat gegerli olur. Sonugcta a ile b aralarinda asal
oldugu icin bagimsiz birbirinden. Ortak bolenleri yok. Bir sayinin i¢inde nasil

On 2 diyeyim ¢arpan olarak ayr1 ayr1 geciyorlarsa ortak gegtiklerine boliiniirler. Ayri
ayr1 gegtiklerinde bdliiniiyorlarsa c'nin icinde ikisini de barindirdigini
gosteriyor.” (Satir, 157-160)

Tablo 12 katilmcilarin yaptiklar: ispati agiklarken mantiksal cerceve dahilinde sistematik
olarak aktardiklarii gostermektedir. Bu sekilde yapilan gerekcelendirme Aksiyomatik ispat semasi
olarak isimlendirildigi i¢in katilimcilarin sergiledigi beceri “Aksiyomatik ispat semasina gore ispatinin
dogrulugunu degerlendirir.” becerisi olarak adlandirilmistir. Bireylerin ispat1 sembolik ifade etmesi ve
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yeterli gerekcelendirme yapmasina dayali olan bu beceri tist bilissel olarak ele alinmistir. Dede ve
Karakus (2014) bu ispat semasinin tiimdengelimsel akil yiiriitme gerektiren beceri oldugunu ifade
etmislerdir. Bu semaya gore gerekgelendirme yapan bireyler yeni karsilastiklar: onerme ve ispatlar1 da
anlay1p, algilayabilirler. Bu nedenle diger tiim ispat semalariyla karsilastirildiginda en {iistte yer alan
ispat semas1 olarak tanimlanabilir (Aydogdu-iskenderoglu, 2016). Bu baglamda bu becerinin iist biligsel
olmasinin alan yazini destekledigi sGylenebilir.

Kontrol etme kategorisinde ulasilan bir diger {ist bilissel beceri “Hedefledigi sonuca ulasip
ulagamadigim kontrol eder.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen OASi'in “[14.28] Sunlarin biri
giderse (n — 1)? olup, (n — 1)?: 4’den son olarak (n — 1): 2% bulunmali. Sanirim buna ulagmam gerekli (Satir,
81-82)” sozlerinden hedefini belirledigi anlasilmaktadir. Sesli diisiinme protokoliiniin ilerleyen
siirecinde katilimcinin kullandigr “[17.25] ...Onlarin bir fazlasim aldim. Surada yanhs yaptim. Sonu +1
olacakti. Tamam, suan dogru cikiyor galiba. (Satir, 89-90)” ifadelerinden ise sonuca ulasip ulasamadigini
kontrol ettigi goriilmektedir. Bu iki beceriyi bir arada sergiledigi belirlenen katiimcinin “Hedefledigi
sonuca ulasip ulasamadigini kontrol eder.” becerisini sergiledigi anlasilmaktadir. Bireyin koydugu
hedefe wulasip ulasamadigini kontrol etmesine dayali olan bu beceri {ist biligsel olarak
degerlendirilmistir. Alan yazinda bazi kaynaklar kontrol etmenin {ist biligsel izleme siirecinin bir
asamast oldugunu ifade etmistir. Schraw ve Dennison (1994) da hedefledigi sonuca ulasip
ulagsamadigini kontrol etmenin veya sorgulamanin iist biligsel beceri oldugunu belirlemistir.

Kontrol etme kategorisinde sergilendigi belirlenen bir bagka iist bilissel beceri “Yanls bir islem
yaptiginda sorunun en basina donerek tekrar ¢oziim yapar.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen
Oor'nin “[33.55] Su an sonuca gitmeye calistyorum. Bir yeri goremiyorum, bunun farkindayim. Tekrar soruya
doniiyorum. (Satir, 187-188)” ifadeleri bu koda &rnek verilebilir. Ogretmenin ifadesi incelendiginde,
sonuca ulasamadiginin farkina vardigi, ardindan tekrar soruya déndiigii anlagilmaktadir. Bu durum
katilimecinin “Yanlis bir islem yaptiginda sorunun en basina doénerek tekrar ¢oziim yapar” becerisini
sergiledigi seklinde yorumlanmistir. Nool’da (2012) matematik 6gretmen adaylarmin rutin olmayan
problem ¢o6zme siirecinde problemi ¢6ziime ulastiramadiklarinda en basa donerek tekrar ¢oziim
yaptiklarini belirlemistir. Yanlis bir islem yaptiginda sorunun en basina donerek tekrar ¢oziim yapar
becerisi, ¢ozlim siirecinin izlenmesini gerektirdiginden {ist biligsel olarak ele alinmustir.

Kontrol etme kategorisinde ulasilan {ist bilissel becerilerin sonuncusu “Hata yaptiginda ispat
stratejisini kontrol eder.” kodudur. Bu beceriye 6rnek olarak, beceriyi sergiledigi belirlenen Oi’nin
“[31.56] lik basta bu yolda bir hata yaptim mi, yapmadim m1 onu kontrol etmeye calistyorum. Eger hata varsa
baska bir strateji denerim. (Satir, 132-133)” ifadeleri verilebilir. Ifadeler incelendiginde katihimcinin hata
yaptigin diisiindiigiinde ispat stratejisine odaklanip stratejiyi degistirdigi anlasilmaktadir. Bu durum
katilimcinin  “Hata yaptiginda ispat stratejisini kontrol eder.” becerisini sergiledigi seklinde
yorumlanmistir. Bu beceri kisinin ispat siirecini kontrol etmesini ve izlemesini gerektirdiginden iist
biligsel olarak ele alinmigtir. Fang ve Cox (1999) da ispat stratejisinin belirlendikten sonra kontrol
edilmesinin iist bilissel beceri oldugunu belirlemistir.

Ust biligsel beceriler temasina elde edilen bir bagka kategori “Iliskilendirme” kategorisidir.
Mligkilendirme kategorisinde “Ispat siirecinde adimlar arast iligkilendirme yapar.” ve “Sorular sorarak
iliskilendirme yapar.” kodlarina ulasilmistir.

lligkilendirme kategorisinde sergilendigi belirlenen {ist biligsel becerilerin ilki “Ispat siirecinde
adimlar arasinda iligkilendirme yapar.” kodudur. “Ispat siirecinde adimlar arasinda iligkilendirme
yapar.” becerisini sergiledigi belirlenen katilimcilardan bazilarinin ifadelerinden drnekler Tablo 13'de

sunulmustur.
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Tablo 13. “Ispat siirecinde adimlar arasinda iligkilendirme yapar.” Becerisini Sergiledigi Belirlenen
Katilimcilardan Bazilarimin Ifadeleri

Katilimc1 Onerme Goriisii

“[14.47] .. .Esitligin diger tarafi da 2a yapt1. $imdi 2k + 2 sayis1 terim sayisi ile

On ! alakal1. Terim sayisina ge¢gmem gerekiyor...” (Satir, 105-106)
“[28.42] Yazdigim ifade ispat icin pek bir sey ifade etmiyor gibi goriiniiyor. Bu
ifade ispata yardimci olma gibi. Benim bulmak istedigim sey ¢’nin m’ye tam
OASi 2 olarak boliindiigii mii? Yukaridaki ifadede ¢'nin m’ye tam olarak boliind{igiinii

bulmak istiyorum. Onu bulursam ispat1 tamamlamis olacagim o yiizden boyle bir
sey yaptim.” (Satir, 92-95)

Tablo 13 katihmcilarin adimlar arasi iliskilendirme yaparak gecis yapmaya calistiklarini ve
islemleri farkli sekillerde analiz edip birbiriyle iligkilendirdiklerini gostermektedir. Baska bir ifadeyle
katilimcilar bir adimda yapmis oldugu islemle, sonraki adimda yaptig1 islem arasinda baglanti
kurmaya calismaktadirlar. Bu durum katilimcilarin “ispat suirecinde adimlar arasinda iligkilendirme
yapar.” becerisini sergiledigi seklinde yorumlanmustir.

Iliskilendirme kategorisinde ulagilan diger iist bilissel beceri “Sorular sorarak iligkilendirme
yapar.” kodudur. Bu beceriyi her iki 5nermede de sergileyen katilimci Ooz’dir. Katilimeinin 1. 5nermede
kurdugu “[20.16] Simdi benim burada dikkat etmem gereken su: k* + k + 1'de bir tane k sayisimin eksik olmast.
Bu k sayisini nereden getirecegim? (Satir, 119-121)” ciimleler “Sorular sorarak iligskilendirme yapar.”
becerisini bu Onermede sergiledigine ornek olarak verilebilir. 2. 6nermede kullandigr “[26.15]
...Gostermek istedigim bu en son elimde olan a.k=b.1. Bir sey daha biliyorum, a ile b'nin ortak katlarinin 1 olmasz...
k ve | hakkinda ne soyleyebilirim? (Satir, 154-156)” ifadeleri de beceriyi bu énermede sergiledigine 6rnek
olarak verilebilir.

lligkilendirme kategorisinde “Ispat siirecinde adimlar aras1 iligkilendirme yapar.” ve “Sorular
sorarak iligskilendirme yapar.” kodlarina ulagilmistir. Bu beceriler kisinin iist diizey akil yiir{itmesini
gerekli kildigindan iist biligsel olarak degerlendirilmistir. fliskilendirme yapmanin iist biligsel beceri
oldugunu gosteren calismalar alan yazinda mevcuttur (Cozza ve Oreshkina, 2013; Yang, 2012; Zazkis
vd., 2016). lliskilendirme kategorisinde elde edilen iist biligsel becerilerin alan yazini destekledigi
sOylenebilir.

Ust biligsel beceriler temasinda elde edilen son kategori ise “Analojik akil yiiriitme”
kategorisidir. Bu kategoride “Daha 6nce kullanmis oldugu stratejiyi degistirerek analojik akil yiiriitme
yapar.”, “Kiimenin tiimleyeninden yararlanarak analojik akil yiiriitme yapar.” ve “Onermenin
tersinden yararlanarak analojik akil ytiriitme yapar.” becerilerine ulasilmustir.

Analojik akil ytirtitme kategorisinde ulasilan iist bilissel becerilerin ilki “Daha 6nce kullanmis
oldugu stratejiyi degistirerek analojik akil ytiriitme yapar.” kodudur. Bu beceriyi sergiledigi belirlenen
katilimailardan bazilarinin ifadelerinden 6rnekler Tablo 14’de sunulmustur.

Tablo 14. “Daha 6nce kullanmis oldugu stratejiyi degistirerek analojik akil yiiriitme yapar.” Becerisini
Sergiledigi Belirlenen Katilimcilardan Bazilarimin ifadeleri

Katilimc1 Onerme Goriisii

“[14.47] ... Bir de diziyi tersten yazayim aslinda bunu daha 6nceden
O 1 ispatlamadim. 1’den n’ye kadar sayilarin toplamindan kullandigim mantig:
kullanacagim.” (Satir, 101-102)

“[32.50] Sunu denedim hocam, ardisik toplamlari ¢ift ve tek olmasi durumu. Ama
- oyle olunca sonugta her 4 tane say1 aldigimda... Onceki sordugunuzda bunu
OASo1 2 . .. o e .
yapmistim ama yine boyle 2k, 2k+2 gibi bir sey vermistim oyle hatirliyorum. Yani

onu buna uyarliyorum. (Satir, 84-86)”
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Tablo 14 incelendiginde katilimcilarin daha 6nce kullamip dogru sonuca ulasmis olduklari
¢6ziim yoluna degistirip yeni probleme (ispata) uyarladiklari1 goriilmektedir. Bu durum katihmcilarin
“Daha 6nce kullanmis oldugu stratejiyi degistirerek analojik akil yiiriitme yapar.” becerisini sergiledigi
seklinde yorumlanmustir.

Analojik akil yiiriitme kategorisinde ulasilan bir diger st bilissel beceri “Kiimenin
tiimleyeninden yararlanarak analojik akil yiiriitme yapar.” kodudur. Sadece 1. Onermede sergilendigi
belirlenen bu beceriyi sergileyen OAlp2nin “[30.50] Evet, seyden calistum bu terim toplamindan cift
sayilarinkini hatirlarsam ardisik ¢ift sayilarinkini hatirlarsam farkini alirsam tek sayilarinki ¢ikar dedim ama cift
sayilarinkinden de emin degilim. (Satir, 216-218)” ifadeleri bu beceriye 6rnek olarak verilebilir. Ifadeler
incelendiginde katilimcinin tek sayilarin toplami igin ¢ift sayilarin toplamindan yani tek sayilarin
tiimleyeni kiimesinden yola ¢iktig1 anlasilmaktadir. Bu durum katilimcinin “Kiimenin tiimleyeninden
yararlanarak analojik akil yiiritme yapar.” becerisini sergiledigi seklinde yorumlanmagtir.

Analojik akil yiiriitme kategorisinde ulasilan son tist bilissel beceri “Onermenin tersinden
yararlanarak analojik akil yiiriitme yapar.” kodudur. Sadece 2. Soruda sergilendigi belirlenebilen
beceriyi sergiledigi belirlenen Oi2'nin ifadeleri asagida sunulmustur (Satir, 162-166):

“[25.17] Boyle bir énerme ile karsilasmistim. Daha dogrusu soyle diyeyim, biz daha ¢ok bu
onermenin tersini kullaniyoruz. Mesela, bir say1 12 ile béliinebiliyorsa 3 ve 4 ile de boliinebilir.
Lise diizeyinde daha ¢ok kullandigimiz bu. Ya da 24 ile boliiniiyorsa 8 ve 3 ile boliiniir gibi.
Aslinda daha ¢ok kullandigimiz bu. Mantiken de akla yatiyor bu 6nerme. Parca parca
béliiniiyorsa biitiiniinde boliinmesi gerekir.”

Ogretmenin ifadeleri incelendiginde Onermenin tersiyle daha once karsilastigini ifade
etmektedir. Bagka bir ifadeyle cift tarafli olan bu onermenin tersine dair ispati 6gretmenin bildigi
anlagilmaktadir. Ogretmen ispat1 yaparken dnermenin tersinden yararlanmak istedigi icin “Onermenin
tersinden yararlanarak analojik akil yiiriitme yapar.” becerisini sergiledigi anlasiimaktadir.

Bu kategoride “Daha once kullanmis oldugu stratejiyi degistirerek analojik akil yiiriitme
yapar.”, “Kiimenin tiimleyeninden yararlanarak analojik akil yiiriitme yapar.” ve “Onermenin
tersinden yararlanarak analojik akil yiiriitme yapar.” becerilerine ulasilmistir. Bu beceri kisinin daha
once kullanmis oldugu bir yontemi yeni probleme uyarlamasini (kendi bilgisi (bilisi) tizerine diistinerek
islem yapmasini gerektirmektedir) baska bir ifadeyle dogru mantiksal muhakeme yapmasin
gerektirmektedir. Bu nedenle bu Kkategoride ele alinan tiim beceriler iist biligsel olarak
degerlendirilmistir. Alan yazinda analojik akil yiiriitme becerisinin iist diizey diisiinme becerisi
oldugunu gosteren calismalar mevcuttur (Goldstein, 2013; Smith ve Kosslyn, 2014).

Ust biligsel beceriler temasinda ulasilan kodlarin 6nermelere ve katilimcilara gore dagilim
Tablo 15’'de sunulmustur.
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Tablo 15. Ust Biligsel Beceriler Temasinda Sergilenen Becerilerin Sorulara ve Katilimeilara Gére Dagilimi

Sorular Beceriyi Sergileyen Beceriyi Sergileyen Son Beceriyi Sergileyen 1. Sinif
Kategori Kod Ogretmenler Sinif Ogretmen Adaylar1  Ogretmen Adaylar

f No f Ogretmenler f  Ogretmen Adaylart  f Ogretmen Adaylari

g - . . 1S 1 On 1 OASw - -
oo Degisken degistirerek islem kolaylig1 saglar 2 58] & S B A EAse ; -
emleri : =
k§olay1a§ trrma Islem kolaylig1 icin kesirli ifadelerden kaginir 1 2S5 - - 1  OASp - -
Ispatin anahtar kavramlarin belirleyerek ispati 1 25 1 S 1 OASH ) i
kolaylastirmay1 amaclar
1S 2 Opi- On 3  OASoi- OASo- OASH - -
Kendi 1 k ispat adiml trdiri 2 .. = =
endine sorular sorarak ispat adimlarini stirdiiriir 58] & Yy : -
‘s . . 1S 1 On - - - B
) 1 Yaptig1 islemleri nedenleriyle agiklar 2 53] o T EAG 3 §
o =
Tguiama Hedefini belirlemeye yo6nelik sorular sorar 1 15 1 Oo2 - - - -
Islem hatas1 olup olmadigini kendine sorar 1 1s 1 Obi - - - -
Islemlerin dogrulugunu kontrol etmek i¢in kendine sorular 1 ’s 1 S ) i ) i
sorar
Ispat yapmada kullandig; stratejinin farkindadir 1 2s - - 1 OASo - -
Farkindalik YansmCl diisiinme becerisi sergiler 1 25 1 Oo 1 OASi - -
Onermede yer alan tiim ifadelerin ispatta kullanilacaginin 1 ’s - ) 1 OASh ) i
farkindadir
Sonuca yonelik tahminde bulunur 1 1S - - 1 OASo - -
Planlama Ispata baslamadan 6nce neyi ispatlayacagina karar verir 1 2S5 1 (?01 . - - - -
Soru sorarak hedefini belirler 1 25 2 Oo2- Oi2 - - - -
Ispat1 6nce zihninde yapip sonra kagida doker 1 25 1 Oo - - - -
Strateii belirlem Iraksak diisiinme yetenegini kullanir 1 1s 1 Oor 1 OASuh - -
ateyt belirleme Yakinsak diisiinme yetenegini kullanr 1 1.5 1 Oot 1 OASi - -
Aksiyomatik ispat semasina gore ispatin dogrulugunu ” 1S 2 Ooz- Oi 3 OASoi- OASiH- OASE - -
degerlendirir 2S5 1 On - - - -
Hedefledigi sonuca ulasip ulasamadigini kontrol eder 1 1S - - 1 OASuh - -

Kontrol et
nirol etme Yanlis bir islem yaptiginda sorunun en baginda dénerek tekrar 1

¢Ozum yapar.
Hata yaptiginda ispat stratejisini kontrol eder 1 2.5 1 Oi - - - -

25 1 Oo2 - - - -

56



Egitim ve Bilim 2019, Cilt 44, Say1 197, 25-64

Tablo 15. Devam

M. Oztiirk ve A. Kaplan

Sorular

Beceriyi Sergileyen

Beceriyi Sergileyen Son

Beceriyi Sergileyen 1. Sinif

Kategori Kod (")gretmenler Sinif Ogretmen Adaylan Ogretmen Adaylan
f No f Ogretmenler f  Ogretmen Adaylart  f Ogretmen Adaylari

; Lo o . 1S 1 On - - - -
. . Ispat siirecinde adimlar arasi iligkilendirme yapar 2 58 B B A ; -
Iliskilendirme = S

Sorular sorarak iligskilendirme yapar 2 - Qo2 L..QAsn . .

iliskilendi = =
Y : yap 25 1 O - Oasn -

Daha 6nce kullanmis oldugu stratejiyi degistirerek analojik ) 1S 2 On- Ok 2 OASo- OASh - -

akil yiiriitme yapar 2S - - 2 OASo 1 OAln
Afuilo] ik akil Kiimenin tiimleyeninden yararlanarak analojik akil yiiriitme 1 1S 1 Sor o 1 OALn
yuriitme yapar

Onermenin tersinden yararlanarak analojik akil 1 2s 1 An o ) i

yuritme yapar
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Tablo 15 incelendiginde iist bilissel beceriler temasinda en sik sergilenen becerinin “Kendine
sorular sorarak ispat adimlarin siirdiiriir.” kodu oldugu belirlenmistir. Bu temada en az siklikta
sergilendigi belirlenen beceriler ise “Islem kolayligi igin kesirli ifadelerden kagimr.”, “Hedefini
belirlemeye yonelik sorular sorar.”, “Islem hatasi olup olmadigim kendine sorar.”, “Islemlerin
dogrulugunu kontrol etmek igin kendine sorular sorar.”, “Ispat yapmada kullandig1 stratejinin
farkindadir.”, “Sonuca yonelik tahminde bulunur.”, “Ispata baglamadan énce neyi ispatlayacagina
karar verir.”, “Ispati 6nce zihninde yapip sonra kagida doker.”, “Hedefledigi sonuca ulasip
ulagsamadigini kontrol eder.”, “Yanlis bir islem yaptifinda sorunun en bagina doénerek tekrar ¢oziim
yapar.”, “Hata yaptiginda ispat stratejisini kontrol eder.” ve “Onermenin tersinden yararlanarak
analojik akil ytiriitme yapar.” kodlaridir. Kategoriler baglaminda degerlendirildiginde en sik
sergilendigi belirlenen kategori “Sorgulama” kategorisi iken en az sergilenen kategori “Strateji
belirleme” kategorisidir. Ogretmenlerin ve son sinif 6gretmen adaylarinin en fazla sergiledigi iist
bilissel beceri “Sorgulama” kategorisinde yer almaktadir. 1. sinif 6gretmen adaylar1 ise sadece “Analojik
akil yiirtitme yapar” kategorisine yonelik iist bilissel beceri sergilemistir.

Nicel ve Nitel Verilerin Iliskilendirilmesine Yonelik Bulgular ve Tartisma

Nicel verilerden elde edilen bulgular, 6gretmenler ve son smif 6gretmen adaylarmin ispat
yapma becerisi teshis testi basar1 puanlarinin 1. sinif 6gretmen adaylarindan anlamli diizeyde yiiksek
oldugunu gostermistir. Ust biligsel beceriler temasinda sergilenen beceri sayilar1 dikkate alindiginda
ispat yapma becerisi teghis testi puanlarinda goriilen farkliligin {ist bilissel beceri sayisinda da oldugu
goriilmektedir. Bagka bir ifadeyle matematik 6gretmeni ve son sinif matematik 6gretmeni adaylarinin
ispat yapma siirecinde sergiledikleri iist bilissel beceri sayilarinin 1. sinif 6gretmen adaylarindan fazla
oldugu belirlenmistir. Benzer durum bilissel beceriler icinde s6z konusudur. Ancak iist bilissel beceriler
temasinda gruplar arasindaki farklilik sayisal olarak daha fazladir. Ozsoy ve Giinindi (2011) yaptiklari
calismada okuldncesi 6gretmen adaylarinin sergiledikleri iist biligsel farkindaliklar1 gelisimsel olarak
incelemistir. Arastirmacilar {ist bilissel farkindaliklarin 4. smif 6gretmen adaylari lehine anlaml
diizeyde farklilastigini belirlemistir. Tiiysiiz, Karakuyu ve Bilgin (2008) sinif 6gretmeni adaylarinin {ist
bilis diizeylerinin sinif diizeyinin yiikselmesine bagli olarak arttigini belirlemislerdir. Bu ¢alismada elde
edilen 1. sinif 6gretmen adaylarinin ispat basari testi puanlarinin ve biligsel-iist bilissel beceri sayilarinin
en az olmasi ile 6gretmenlerin ispat basar1 testi puanlarinin ve biligsel-iist biligsel beceri sayilarinin en
fazla olmasi bulgular1 s6zii gegen ¢alismalarin bulgularini desteklemektedir.

Sonuc ve Oneriler

Matematik 0gretmeni ve 0gretmeni adaylarinin ispat yapma siirecinde sergiledigi becerileri
biligsel agidan karakterize etmeye yonelik yapilan bu calisma, nicel ve nitel bulgular olmak iizere iki
boliimden olusmaktadir. Calismanin nicel béliimiinde elde edilen bulgular, matematik 6gretmeni ve
son smif matematik 0gretmeni adaylarinin ispat yapma becerilerinin 1. sinif matematik 6gretmeni
adaylarindan anlamli diizeyde yiiksek oldugunu gostermektedir. Ispat yapma siirecinde sergilenen
biligsel ve {iist biligsel beceri sayilarinin da katihmcilarin ispat yapma becerisi teghis testinden aldiklar:
puanlarla benzerlik gosterdigi belirlenmistir. Bagka bir ifadeyle ispat yapma siirecinde sergilenen
biligsel ve {ist biligsel beceri sayis1 6gretmenlerde en fazla, ardindan son smif 6gretmen adaylarinda
iken, en az sergilenen beceri sayisi 1. sinif 6gretmen adaylarindadir.

Calismanin nitel boliimiinde elde edilen bulgularda katilimcilarin ispat yapma siirecindeki
bilissel siiregleri bilissel beceriler ve {ist bilissel beceriler olarak iki temada toplanmustir. Bilissel beceriler
temasinda “Ispat dnermesini okuma”, “Dogrulugunu degerlendirme”, “Strateji belirleme”, “Islem
siireci” ve “Sezgisel kestirme yollar1” kategorilerine ulagilmugtir. Ust biligsel beceriler temasinda
“Islemleri kolaylagtirma”, “Sorgulama”, “Farkindalik”, “Planlama”, “Strateji belirleme”, “Kontrol

7

etme”, “Iligkilendirme” ve “Analojik akil yiiriitme” olarak sekiz kategori olusmustur.
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Calismanin nicel bulgular1 gelisimsel olarak degerlendirilirse bireylerin aldiklar1 egitim arttik¢a
ispat yapma becerilerinin de artt1g1 sylenebilir. Ayrica 6gretmenlerin ispat yapma becerisi puanlarinin
Ogretmen adaylarindan yiiksek ¢ikmasi, mesleki yasamlarina devam ettiklerinde de ispat yapma
becerilerinin gelisti§ini gostermektedir. Ayni durum ispat yapma siirecinde sergiledikleri biligsel ve {ist
bilissel beceri sayilar: igin de s6z konusudur. Bu durum lisans diizeyindeki 6gretmen adaylarinin
formal ispat yaparken, Ogretmenlerin informal ispat yaptigi seklinde yorumlanabilir. Arcavi ve
digerleri (2017) 6gretmenlerin dgretecekleri konuya iki farkli bakis sergilemeleri gerektigini, bunlardan
birinin kendi bakis agilari, digerinin ise Ogrencilerin bakis agilar1 olmasi gerektigini belirtmistir.
Ogretmenler siirekli uygulama ortaminda olduklarindan, dgrencilerin bakis agilarina gére de ispata
bakmalar1 olagandir. Bu durum ispati kendileri igin formal olmaktan ¢ikarip, anlamaya ve iist biligsel
beceriler sergileyerek ne yaptiklarinin farkinda olmalarini saglamis olabilir.

Caligmanin nitel bulgular1 incelendiginde, matematik Ogretmenlerinin ve O&gretmeni
adaylarinin ispat yapma siirecinde biligsel becerileri, iist biligsel becerilerden sayica daha fazla
kullandiklar1 belirlenmistir. Bu bulgu, katilimclarin ispat yaparken ne yaptiklarimin farkinda
olmadiklarini, yeterince sorgulama ve degerlendirme yapmadiklarini gostermektedir. Bu durum
Ogretmen adaylarinin ispat 0gretimi yapilan derslerde ispat yapmayi kavramsal 6grenemedikleri
seklinde yorumlanabilir. Bu sorunu ¢ozebilmek i¢in ilk adim olarak bireylerdeki ispatin ezberlenerek
yapilabilecek bir kavram oldugu algisinin yikilmas: gerektigi diisiiniilmektedir. Bunun icin
ogretmenler siniflarinda ispat1 dogrudan 6gretenler olmaktan vazgecip, 6grencinin akil yiir{itmesini
saglayarak kendi ispatlarinin kendilerinin organize edebilecegi rehber roliine ge¢melidir. Bununla
birlikte ispat 6gretiminin yapildig1 dersleri yiiriiten 6gretim elemanlar: ispat siirecini anlamaya yonelik
sorular sorarak, her islem i¢in neden yaptigini agiklayarak ve ispat1 tamamladiktan sonra dogrulugunu
sesli olarak degerlendirerek 6grenicide (6gretmen adayinda) farkindalig: saglamalidir. Buna yonelik
olarak 6gretmenlere de hizmet ici egitimler verilerek ispat1 nasil 6gretecekleri konusunda farkindalik
olusturulabilir. Ciinkii iist bilissel beceriler dgretilebilirdir ve bu becerilerin 6grenilmesi kisinin ispati
anlamasina yardimci olur, 6grenmesini hizlandirir.

Calismada ulagilan bir baska sonug da, katilimcilarin lemma kullanilmasi gereken asamada
lemmay1 bilmediklerinden ispati yapamayarak, sezgisel kestirme yollarina bagsvurmalaridir.
Calismanin katihimecilar1 matematiksel notasyonlar1 kullanmakta giiclitk yasamislardir ve ¢ok azi
aksiyomatik ispat semasina gore gerekcelendirme yapmustir. Bu durum da ispat 6gretimine yonelik bir
dersin zorunluluk oldugunu gostermektedir. Ogretim programlarinda yer alan derslerde sadece ispat
yapilan derslerin degil ispat 6gretiminin yapildig1 derslerinde yer almasi gerekmektedir. Su an ki
yliksekdgretim programlari igerisinde Soyut Matematik dersinde ispat 6gretimine yer verilmektedir.
Ancak bu dersin siiresi ispat gretimi igin yeterli degildir. Ciinkii nasil problem ¢ézme stratejilerini tam
olarak bilmeyen bir 6grenciden istenilen diizeyde problem ¢ozmesi beklenemezse, ispat yontemlerini
bilmeyen 6gretmenden de istenilen diizeyde ispat yapmasi beklenemez. Bu nedenle Soyut Matematik
dersinin tizerine gerekli ¢alismalar yapilip, etkinlikler gelistirilerek ispat 6gretimine yonelik bir ders
konulmalidir.

Bu calismada ispat yapma basarisinin iist biligsel beceri sergileme siklig1 ile paralellik gosterdigi
belirlenmistir. Ancak “Ust bilissel becerilerin gelismesi mi ispat basarisini arttirmaktadir, yoksa ispat
basarisinin artmasi mu {ist bilissel beceri sayisimi arttirmaktadir?” sorusu arastirma kapsami disinda
tutulmustur. Gelecek arastirmacilar bu probleme yonelik nedensel karsilastirma arastirmalar1 veya
deneysel caligmalar yaparak ¢oziim arayabilirler.
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